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PROPOSITIONS. 


INTRODUCTION. 


§  I.  —  Exposé  historique.  —Premiers  essais  de  divination  de  la  doc- 
trine des  Porismes.  —  Ouvrage  de  R.  Simson.  —  Questions  non  trai- 
tées dans  cet  ouvrage.  —  Ce  qu'il  reste  à  faire  pour  rétablir  les  trois 
Livres  d'Euclide. 

Parmi  les  ouvrages  des  mathémaliciens  grecs  qui  ne  nous 
sont  pas  parvenus,  aucun  n'a  plus  excité  les  regrets  et  la 
curiosité  des  géomètres  des  siècles  derniers  que  le  Traité 
des  Porismes  d'Euclide. 

Cet  ouvrage  ne  nous  est  connu  que  par  la  Notice  qu'en  a 
donnée  Pappus  dans  le  \  IP  Livre  de  ses  Collections  ma- 
thématiques (i),  et  par  une  très-courte  mention  de  Proclus 


(i)  Pappus,  malhématicien  d'Alexandrie,  florissait  vers  la  fin  du  iv*  siècle 
de  notre  ère.  Ses  Colleciiotis  mathématiques  en  huit  livres ,  dont  malheureu- 
sement les  deux  premiers  nous  manquent,  sont  un  ouvrage  extrêmement 
préciefix  pour  l'histoire  dt's  mathématiques.  Pappus  y  fait  connaître  des 
recherches  sur  toutes  les  parties  de  la  géométrie,  et  même  sur  les  machines 
dans  le  VIII*  Livre,  et  fournit  des  notions  sur  beaucoup  d'ouvrages  dont 

I 


(  2  ) 

«lans  son  Coiniuentaire  sur  le  T'  Livre  des  Èlênivnls 
crEuclide. 

Mais  ee  qu'en  dit  le  premier  de  ces  auteurs,  qui  élait  lui- 
uiemc  un  géomètre  émineni  et  des  plus  eompéieuts  jiour 
apprécie^  les  oeuvres  de  ses  devanciers,  a  élé  bien  propre, 
indép(jiidamment  du  nom  d'FAiclide,  à  faire  naiirc  ces  re- 
grets des  Modernes  et  leur  désir  de  retrouver  ou  de  parve- 
nir à  rétablir  un  ouvrage  si  précieux  :  (  ar,  selon  Pappus, 
«  cet  ouviage  renfermait  uiu^  ample  (ollection  de  propo- 
))  silions  d'une  conception  ingénieuse  et  d'un  très-utile  se- 
»  cours  pour  la  résolution  des  problèmes  les  j>lus  dilli- 
»   ciles.    » 

Aussi  Monlucla,  dont  nous  nous  bornerons  à  citer  ici  \v, 
jugement,  a-t-il  pensé  que  ce  Traité  des  Porisnics  ét;)it 
«  le  plus  profond  de  tous  les  ouvrages  d'Euclide  et  celui 
»  qui  lui  ferait  le  plus  d'honneur  s'il  nous  élait  par- 
»   venu  »  (i). 

La  Notice  de  Pappus,  un  des  fragments  les  plus  inuhes- 
sants  qui  nous  soient  restés  des  mathématiques  gi<('({ues, 
renferme  deux  déiiniiions  de  ce  genre  partit  ulier  de  pro- 
positions appelées  Porisnics  par  Euclide,  et  une  Jrentaine 
d'énoncés  qui  s'y  rapportent;  mais  le  tout  en  ternu's  concis 
et  obscurs,  dont  les  géomètres,  à  diverses  époques  depuis 


nous  ignorerions,  sans  cela,  même  les  litres  et  les  noms  des  autours.  On  iloit 
il  Commandin  1 1.')09  — 1675),  savant  géomèlre  et  commentateur  intelligent, 
une  traduction  de  ces  Collcciiom  iiuiihvwatiques  qui  parut  après  sa  mort  sous 
le  titre  :  Pappi  Alexnndrini  Mnlhcwnlicœ  Collcctiones  a  Fedrrico  Commandino 
il  ibi  lin  le  in  Latiniim  com'rrsœ,  l'I  Comwentariis  illustralœ.  Pisanri,  i58.S,  in- 
folio. —  F.œdem.  In  hacnoslra  i-dillonc  ah  iimumcris,  qmhus  scateban!  mendis, 
l'I  pnvcipuè  in  Grœco  rontextu  dili^onler  vindicatœ.  BoiioniîC,  lîido,  in-folio. 

Plusieurs  géomètres  s'étaient  proposé,  à  diverses  épo(|iies,  d'éditer  le 
texte  mémo  de  cet  ouvrage,  un  des  plus  importants,  incontesl:il)lenienl,  qui 
nous  soit  parvenu  des  Grecs.  Il  est  bien  à  icgreUer  que  leurs  pr<  jcis  .licnl 
échoué.  Aucune  entreprise  ne  sa:nail  être  plus  digne  des  encoura;;^iiU'nts 
destinés  aux  publications  srientilivpies. 

(1)  Histoire  des  Mathématiques,  t.  1,  p.  2  15. 


(3) 
la  Renaissance,  ont  vainement  clieielié  à  pénétrer  le  sens. 

Cependant  Albert  Girard,  savant  géomètre  des  premiers 
temps  du  xvii'  siècle,  avait  fait  espérer  qu'il  rétablirait 
ces  Porismes,  dont  il  parle  dans  deux  endroits  différents  de 
ses  œuvres  (i);  mais  ce  travail  n'a  peut-être  pas  été  ter- 
miné; du  moins  il  ne  nous  est  pas  parvenu,  et  Ton  ne  peut 
préjuger  jusqu  à  quel  point  l'auteur  avait  entrevu  la  pen- 
sée d' Eu  cl  i  de. 

Vers  le  même  temps  Fermât  s'est  occupé  dumêm(;  sujet, 
bien  digne  de  fixer  l'attention  d'un  osprit'aussi  pénétrant. 
Dans  un  écrit  très-succinct,  intitulé  :  Porismatiwi  EiicU- 
dœorum  Benoi^ata  Doctrinn  et  sub  forma  isagoges  recen- 
tioribus  Geonietris  exJiihita,  il  dit  que  si  plusieurs  auteurs, 


(i)  Voici  quels  sont  ces  deux  passages  d'Albert  Girard  :  i°  Dans  son  petit 
Traite  de  Trigononu'lrie  se  trouva  un  chapitre  des  polygones  rectilignes,  où 
l'auteur,  après  avoir  éniiméré  les  iormes  difïérentes  que  peut  avoir  un  qua- 
drangle,  un  pentagone,  un  hexagone,  ajoute  :  «  Le  tout,  quand  il  n'y  u 
>)  que  deux  lignes  qui  passent  par  un  poinct,  comme  jadis  estoyent  les  Po- 
"''^smes'd'Euclidcs,  qui  sont  perduz,  lesquelz  j'espère  de  mettre  bien  tosten 
>i  lumière,  les  ayant  restituez  il  y  a  quelques  années  en  ça.  «  {Tables  des 
sinusy  tange.nt''.s  et  sécantes^  selon  le  Raid  de  looooo  parties.  Avec  un  iraiclé 
succinct  de  la  Trigonométrie  tant  des  triangles  plans,  (jue  sphéricques,  etc.,  par 
Albert  Girard,  samielois.  La  Haye,  i6a(),  in-s/j);  2"  Dans  le  Traité  de  l'art 
l'ondéraire  ou  de  la  statique  de  Stevin,  il  la  suite  de  la  proposition  rela- 
tive au  centre  de  gravite  du  triangle,  dans  laquelle  l'auteur  l'ait  usage  du 
théorème  de  Ptolémée  sur  le  triangle  coupé  par  une  transversale,  Albert 
Girard  ajoute  ce  qui  suit  :  «  Celuy  qui  n'entend  pas  cesle  manière  de  de- 
))  moiistration  doit  recourir  premièrement  au  lieu  cité  de  Ptolemèe,  puis  à 
»  l'Arithmétique  du  présent  aulheur  vers  la  lin  touchant  l'addition  et  sous- 
)>  traction  des  raisons.  Les  Anciens,  comme  Archiniedes,  Euclides,  Appollone 
»  Pergce,  Eutocias  Àscalonite,  Pappiis  Alexandrin,  etc.,  ont  leurs  livres  rem- 
»  plis  de  l'égalité  d'une  raison  a  deux  autres,  excepté  que  ce  qu'en  a 
»  cscrit  Euclides  es  Elemens  vulgaires  est  assez  rare ,  comme  en  la  aW 
»  proposition  du  sixiesme  livre,  et  en  la  5  proposition  du  huitiesme 
»  livre.  Mais  il  est  à  estimer  qu'il  en  a  plus  escrit  en  ses  trois  livres  de  Poris- 
»  mes  qui  sont  perdus,  lesquels.  Dieu  aidant,  j'espère  démettre  en  lumiem,  les 
»  ayant  inventes  de  nouveau.  »  (  V.  Les  Œuvres  mathéinaliques  de  Simon  Stevin 
(le  Uru^cs,  etc.  Le  tout  rvveu,-corrigé  et  augmenté  par  Ai.UF.RT  (iilUKD,  samielois, 
Mathemaltcien.  Lcyde,  \G.),\,  in-lblic).) 

I. 


(  4  ) 
\iète  nolainmoHt,  «  ce  géomètre  plein  de  ^énle  et  qui  n'a 
pas  encore  été  assez  loué  »,  ont  rétabli  avec  guccès  quel(|ues 
ouvrages  des  Anciens,  néanmoins  on  ignore  encore  et  l'on 
n'a  pas  même  soupçonné  ce  qu'étaient  les  Porismes.  Il 
donne  ensuite  cinq  exemples  de  Pon'smcs^  et  il  exprime  sa 
pensée  sur  le  genre  des  propositions  ainsi  nommées  par 
Euclide,  qu'il  croit  avoir  été  des  propositions  de  Lieux  (i). 
Il  ajoute  que,  si  cet  aperçu  est  goûlé  des  savants,  il  réta- 
blira un  jour  les  trois  livres  perdus^  qu'il  ira  même  au 
delà  du  géomètre  grec,  et  fera  connaître  dans  les  sections 
coniques  et  dans  quel(|ues  autres  courbes,  des  Porismes  ad- 
mirables et  pourtant  encore  ignorés.  Ailleurs  il  semble  dire 
qu'il  a  rétabli  l'ouvrage  d' Euclide.  Toutefois,  sans  examiner 
ici  les  propositions  données  par  Fermât  comme  exemples 
de  Porismes,  lesquelles  ne  paraissent  pas  présenter  un  carac- 
tère spécial  bien  déterminé  qui  les  distingue  nettement  des 
propositions  locales  ordinaires,  il  faut  remarquer  que, 
bormis  une  ou  deux  peut-être,  elles  ne  peuvent  se  rappor- 
ter aux  propositions  d'Euclide  indiquées  par  Pappus  (l'une 
d'elles  même  concerne  la  parabole).  On  peut  inférer  de  là 
que  c'était  seulement  sur  la  nature  et  l'objet  du  livre  d'Eu- 
clide, c'est-à-dire  sur  la  doctrine  même  des  Porismes,  que 
Fermât  étai:  parvenu  à  fixer  ses  idées,  à  un  certain  point 
de  vue,  mais  qu'il  n'avait  pas  rétabli  les  propositions  que 
peuvent  comporter  les  énoncés  de  Pappus. 

Quelque  temps  après,  Boulliau  (2)  et  Renaldini  (3)  pa- 
raissent avoir  aussi  entrepris  cette  divination.  Mais  ils  se 


(i)  «  Cum  autem  ut  jam  diximus  Porismata  ipsa  sint  loci...  «  (  Varia,  opéra 
mathemalica,  etc.,  p.  119.) 

(?)  Exercitationes  gcometricœ  très:  ï°  circa  demonslrationos  pcr  inscriptas 
et  circumscriplas  Jiguras  ;  u^  circa  conicarum  sectionum  quasdam  prupositioncs; 
3°  do.  Porismatibus.  Parisns,  1G57;  in-^o. 

(3)  De  ratsolutione  cl  conipositione  mulhenialica,  lihri  duo.  Patavii,  1668; 
in-f'ol. 


(5) 
sont  bornes  à   de  simples  réflexions  ([ui  n'ont  répandu  au- 
cune lumière  sur  la  question  elle-même. 

Il  y  a  lieu  de  penser  que  la  plupart  des  géomètres  qui 
oui  rétabli  (juelques-uns  des  autres  ouvrages  grecs  sur  Ics- 
(pu'ls  Pappus  a  laissé  des  Lemmes,  que  Snellius  et  Viète  (i) 
notamment,  n'avaient  point  négligé  de  porter  leur  alten- 
liou  sur  le  'J'railédes  Porismes,  de  préférence  même  à  tout 
autre,  à  raison  de  la  grande  supériorité  de  cet  ouvrage,  pro- 
clamée par  Pappus,  et  des  secours  qu'il  devait  procurer  dans 
toutes  les  investigations  géométriques. 

Le  célèbre  astronome  Halley,  très- versé  dans  la  connais- 
sance de  la  géométrie  des  Grecs,  traduisit  de  l'arabe,  comme 
on  sait,  le  Traité  de  la  Sccflofi  de  raison,  et  rétablit  celui 
de  la  SecliotL  de  Vespnce  et  le  \  111'"  livre  des  Coniques 
d'Apollonius.  L'énigme  des  Porismes  devait  naturellement 
lui  offrir  de  l'attrait.  On  lui  doit  d'avoir  mis  au  jour  le 
texte  grec  qui  s'y  rapporte,  resté  jusqu'alors  manuscrit 
comme  tout  l'ouvrage  de  Pappus,  au  grand  regret  des  géo- 
mètres, qui  n'en  connaissaient  que  la  version  latine  de 
Commandin.  Halley  a  joint  a  ce  texte,  inséré  dans  son  édi- 
tion de  la  Section  de  raison  et  de  la  Section  de  V espace, 
une  traduction  latine  ^  mais  sans  commentaire  ni  aucun 
éclaircissement;  car  il  confesse  ne  rien  comprendre  à  ce 
texte  des  Porismes,  «  rendu  inintelligible,  tant  parla  perte 
))  d'une  figure  à  laquelle  Pappus  renvoie,  que  par  quel(|ues 
»  omissions  on  autres  altérations  qui  affectent  une  certaine 
»  proposition  générale  \  d'autant  plus  ,  ajoute-t-il ,  que 
»  le  style   de   Fauteur,  outre  ces    défauts,    a   celui  d'être 


(i)  Viète  a  rclabli  sous  le  titre  d'A/follonius  Gallus  le  Traité  des  contacls 
des  cercles  d'Aiiollonius,  et  Snellius  le  traité  de  la  Section  déterminée  sous 
le  titre  d'Apollonius  Balavus  (  Lujjodini,  iGoS,  in-/|"),  et  les  deux  traités  de 
l;i  Section  de  raison  et  de  la  Section  de  l'espace  (ibid.,  1607).  Pascal  avait  été 
lU  ilt.'là  de  Viète  dans  un  ouvrage  qu'il  intitulait:  Proniutus  Apollonius  Gallus,^ 
'|iii  ne  nous  est  i>as  parvenu. 


(6) 
»  beaucoup  trop  scrrô  pour  un  sujet  aussi  dillicilc  »  (i). 

Il  était  réservé  à  son  savant  compatriote  R.  Simson,  pro- 
fesseur de  mathématiques  à  i'i\cadéniie  de  (ilasgow,  de  pé- 
nétrer ce  mystère  qui  résistait  à  tant  d'efforls.  Les  premiers 
essais  heureux  de  ce  géomètre,  après  de  longues  et  persé- 
vérantes tentatives,  datent  de  1720.  C'était  l'exjdicalion  de 
trois  propositions,  les  seules,  parmi  une  trentaine  d'énoncés 
divers,  que  Pappus  ait  décrites  en  termes  snffisumuient 
complets.  La  première  concerne  un  système  de  quatn* 
droites j  la  seconde,  qui  est  la  même,  étendue  à  un  nombre 
quelconque  de  droites,  est  la  proposition  générale  dont 
parle  Halley  ;  et  la  troisième,  relative  encore  à  des  droi- 
tes, est  d'un  genre  différent. 

Maintenant  que  le  sens  précis  des  trois  propositions 
nous  est  connu,  le  texte  de  Pappus  peut  paraître  suffisam- 
ment explicite,  nonobstant  sa  concision  ;  mais  assurément 
il  présentait  alors  de  grandes  difficultés. 

Aussi  l'explication  de  Simson  fut  une  découverte  inat- 
tendue. Communiquée  par  l'auteur  à  Maclaurin  et  bientôt 
après  à  la  Société  Royale  de  Londres,  et  insérée  dans  les 
Transactions  philosophiques  de  mai  l'J'ï^  (2),  elle  attira 
l'attention  des  géomètres  et  par  sa  nouveauté  et  par  son  im- 
portance. 

Les  efforts  persévérants  de  Simson  lui  ayant  fait  faire  de 


(i)  «  Hactcnus  Porismaluin  descriptio  iiec  mihi  nec  lectori  profutiira, 
»>  nequc  aliter  iiori  potuit  :  lam  ob  defoctuni  schcmatis  cujus  lit  nientio  ; 
»  unde  recta;  satis  inulta;,  de  quibus  hic  afjitur,  absqiie  notis  alphabelicis, 
»  ullove  alio  distinctionis  cliaractere  inter  se  conrunduntur  :  quam  ob 
»  omissa  quaedam  et  transposita,  vel  aliter  vitiata,  in  propositioiiis  {;enera- 
>»  lis  expositione;  unde  quid  sibi  velit  Pappus  haud  mihi  dalum  est  conji- 
n  cerc.  Hisce  adde  dictionis  modum  nimis  contractum,  ac  in  re  diilicili, 
»  qualis  haec  est,  minime  usurpandum.  »  {Apollonii  Pergœi  de  Srciioiie  ra- 
iionis,...  p.  XXX vil.) 

(i)  Pappi  Alcxandrini  Propnsitiones  dutr  générales,  quibus  plura  ex 
Euclidis  Porisn\atis  coniplcxus  est,  Reslitutio  a  Viro  Doctissinm  Rob.  Sim- 
feon,  Math.  Prof.  Glasc. 


(7  ) 
nouveaux  pas  dans  la  voie  qu'il  ouvrait  si  heureusemculpar 
un  résultat  partiel,  mais  incontesté  et  d'autant  plus  pré- 
(  icMix,  il  parvint  à  fixei"  son  opinion  sur  la  doctrine  des 
Porisnus,  (;l  il  la  dévelopj^R  dans  rouviai;e  Intitulé:  De 
Porisinatlhus  fractafas;  quo  doctrinam  Porismatnin  salis 
explicatam,  cl  in  posh^nini  ah  ohlivionc,  tiitar/t  Jorc  spcrat 
yfaclor.  Mais  cet  ouvrage  ne  parut  que  beaucoup  plus  tard, 
en  1776,  huit  ans  après  la  mort  de  l'auieur.  II  fait  partie 
«l'un  volume  publié  aux  frais  de  lord  Stanhope  et  par  les 
soins  de  J.  Clow,  pioiesseur  de  idiilosophie  à  l'Académie 
<!(;  (jlasgow,  à  (jui  Simson  avait  légué  ses  papiers,  volume 
«laiis  lequel  se  tiouvent  aussi  la  divination  des  deux  livres 
de  la  Section  délenninèe  d'Apollonius,  et  quelques  autres 
ou\  rages  de  Simson  restés  jusqu  alors  inédits  comme  celui 
des  Porlsmes  (i).  Le  traité  de  Lieux  plans  d'Apollonius,  ré- 
tabli aussi  par  cet  habile  interprète  des  Anciens,  avait  paru 
en  1749,  du  vivant  de  l'auteur  (2). 

C'est  surtout  la  divination  des  Porisnics  ({ui  a  fait  à  juste; 
tlti'e  la  célébrité  de  Simson  dans  l'histoire  des  malhéma- 
ticpR's. 

Cependant,  si  Ton  considèic  ([ue  le  rétablissement  de 
l'ouvrage  d'Euclidc  embrassait  deux  questions  différentes; 
(ju'il  s'agissail  de  découvrir,  premièrement  ce  qu'était  cette 
doctrine  des  Porismes  ignorée  des  Modernes,  et  seconde- 
ment ce  qu'élaient  ces  propositions   si   nombreuses    i^ccut 


(1)  Rohcrti  Simson,  matin  seos  nupcr  in  Acndrniiii  (  îla.sgucnsi  professoi  is, 
Oncin  qucedam  relicjua.  Glasgiuï?,  177^;  in-/|". 

(2)  Apollonii  Pcr^œi  Locoium  plaiwrum  lihri  //,  rrslituti  a  Bohcrlo  Simsvii . 
Glasp,ua%  17/19  ;  in-'i", 

Oti  sait  que  Format  et  Srlioof-'ii  avaiont  «lojà  nlahli  ro  Tiaitr  des  l.icîir 
plans,  ou  du  inoids  (lémoiitrc,  le  |»i;!inior  par  la  simple  {Toonictrio,  et  le 
si'iHUul  pai"  le  calcul  aljîchriquo  de  Descaries,  les  ndmhrciises  proposilious  d<î 
Mcux  rapportées  par  l'appus.  Simson  s'est  proposé,  en  revenant  s«»r  ce 
sujet,  d'imiter  dans  ses  deninnstratiotjs  le  slyle  gconiclriqtic  des  Anciens, 
'H'îiiigo  par  Schootcn  surtout. 


(8) 
soixante  et  onze),  qui  formaient  les  trois  livres  de  Porismes 
d'Euclide,  il  faut  reconnaître  que  c'est  la  première  seule- 
.ment  de  ces  deux  ([uestioiis  que  Sinison  a  résolue ,  mais  qu'il 
n'a  pas  été  beaucoup  au  delà,  et  qu'il  a  laissé  à  d'autres  le 
soin  de  rétablir  l'ouvrage  d'Euclide.  Car  sur  vingt-neuf  énon- 
cés transmis  par  Pappus  dans  un  style  concis  et  éiiigmati- 
que,  et  qui  résument  les  nombreuses  propositions  d'Eu- 
clide, Simson  n'a  donné  que  dix  Porismes  répondant  à  sept 
seulement  de  ces  énoncés.  Il  a  donc  laissé  intacts  vingt-deux 
énoncés,  en  exprimant  même;  la  pensée  qu'il  serait  fort  diffi- 
cile de  les  rétablir  (i). 

Ces  dix  propositions ,  dont  six  concernent  des  figures 
recûlignes  et  les  quatre  autres  le  cercle ,  ne  pouvaient  suf- 
fire pour  faire  connaître  le  caractère  général  des  Porismes 
d'Euclide. 

En  outre ,  R.  Simson  n'a  pas  lecherché  quelle  avait  pu 
être  la  pensée  qui  a  dirigé  le  géomètre  grec  dans  sa  concep- 
tion originale^  il  n'a  pas  fait  voir  non  plus  comment  cette 
doctrine  des  Porismes  devait  être  si  utile,  nécessaire  même 
pour  la  résolution  des  problèmes,  comme  le  dit  Pappus, 
et  quels  rapports  elle  pouvait  avoir  av«^c  les  propositions 
et  les  méthodes  modernes,  qui,  ainsi  que  je  le  dirai  plus 
tard,  l'ont  suppléée  à  notre  insu. 

Depuis ,  bien  que  la  plupart  des  géomètres  qui  ont  écrit 
sur  les  Porismes  aient  approuvé  la  divination  de  Simson, 
en  y  reconnaissant  la  pensée  d'Euclide  sur  la  forme  propre 
à  ce  genre  de  propositions  (2),  néanmoins  ils  ne  l'ont  pas 


(i)  «  I  mean  those  of  the  tirst  book,  for  as  to  those  of  the  two  others, 
>»  exccpting  what  may  be  included  in  ihe  second  of  the  above-mcnlioned 
»  Propositions,  /  beliei^e  it  will  le  cxtvemcly  difjîcult  for  anjr  body  to  rrslorc 
),  them.  »  (Lettre  adressée  au  docteur  Jurin,  secrétaire  de  la  Société  Royale, 
le  i®*"  févri(!r  i-^xW.  V.  Account  qf  the  Life  and  Writins^s  qfli.  Siwson,  by  the 
Rev.  William  Irnil ,  i8i'«;  in-''|",  p.  21.) 

(2)  Mathieu Stewart,Hutton,  Playfair,  Wallace,  mylordRrougham,  Lhuil- 
lier,  J.  Leslie,  Davies,  etc. — Outre  le  Mémoire  inséré  dans  le  volume  de  179B 


(9) 
complétée,  ou  plutôt  on  ne  voit  point  qu'ils  y  aient  fait  de 
nouveaux  pas,  ni  en  produisant  quelques  Porismes  qui 
répondissent  à  d'autres  énoncés  de  Pappus,  ni  en  émettant 
quelques  vues,  soit  sur  le  caractère  général  des  proposi- 
tions qui  ont  dû  entrer  dans  le  Traité  d'Euclide,  soit  sur  le 
genre  d'utilité  de  cet  ouvrage  et  les  points  de  contact  qu'il 
aurail  avec  nos  théories  et  nos  méthodes  actuelles. 

R.  Simson  et  ses  successeurs  (i)  sont  donc  loin  d'avoir 


des  Philosophical  Transactions  de  la  Société  Royale  de  Londres,  sous  le  titre: 
General  Theorems,  chiefly  Porisms,  in  the  higher  Geometry,  par  lord  Broug- 
ham,  on  peut  consulter  surtout  les  développements  sur  la  Géométrie  des 
Grecs  et  en  particulier  sur  la  doctrine  des  Porismes,  dans  lesquels  l'illustre 
savant  est  entré  en  faisant  la  biographie  de  Simson  (V.  Liyes  o/Philosophers 
of  ihe  tinte  qf  George  III.  By  Henry,  Lord  Brougham,  F.  11.  S.,  member  oi" 
the  Institute  of  France,  etc.  ) 

(i)  Nous  n'entendons  parler  ici  que  des  ouvrages  antérieurs  à  i835,  époque 
à  laquelle  nous  étions  fixé  sur  cette  question  des  Porismes  et  nous  avions 
préparé  le  présent  travail,  comme  on  le  voit  dans  une  Note  de  VApercu 
historique,  qwï  en  contient  une  analyse  (p.  274-28/1).  Nous  ne  faisons  donc 
aucunement  allusion  à  diver.i  écrits  qui  ont  paru  dans  ces  dernières  années, 
à  ceux  notamment  qui  ont  donné  lieu  à  une  polémique  qui  se  continue  en- 
core. 

D'ailleurs,  en  parlant  des  successeurs  de  Simson,  nous  n'entendons  que 
ceux  qui  ont  embrassé  ses  vues  et  sa  doctrine,  et  il  arrive,  si  je  ne  me  trompe, 
que  les  auteurs  des  recherches  les  plus  récente^  quoique  différant  entre  eux 
de  sentiment  sur  la  question,  se  sont  accordés  à  se  prononcer  contre  le  sys- 
tème de  Simson. 

Ces  recherches,  quels  que  soient  le  mérite  et  l'utilité  qui  s'y  rattachent, 
n'ont  pas  pour  objet,  en  fait  du  moins,  de  rétablir  Touvragc;  d'Euclide:  leurs 
auteurs  paraissent  s'y  ètreproposé  principalement  de  parvenir  à  une  traduc-^ 
tion  du  texte  de  Pappus  plus  satisfaisante  que  celles  de  Commandin,  de 
Halley  et  de  R.  Simson,  pour  en  tirer  la  signilication  du  mot  Porismc  et  le 
caractère  propre  des  propositions  ainsi  nommées  par  Euclide. 

Mais  on  ne  peut  se  dissimuler  que  ce  travail  n'est  qu'une  partie  de  celui 
que  comporte  et  exige  le  rétablissement  de  l'ouvrage  même  d'Euclide,  et 
qu'il  demande  à  être  complété  par  de  nombreux  exemples  de  Porismes  et 
par  un  ensemble  de  propositions  répondant  aux  énoncés  de  Pappus. 

Or  c'est  précisément  ce  recueil  de  propositions  qui  a  toujours  fait  les  dif- 
ficultés du  sujet  depuis  la  divination  de  Simson.  Cependant  ce  travail  est 
nécessaire,  on  peut  dire  indispensable,  non  pas  seulement  aux  yeux  des 
géomètres  qui  se  proposeraient  le  rétablissement  des  trois  livres  de  Porismes 


(  ■"  ) 

(llssinc  loiilc  robscuiilé  (jui  enveloppait  eelle  i!;raiule 
énigme.  Peut-étn^  povirrons-nous  dire  plus  loin  la  nature  des 
dilïieultés  qui  s'opposaient  à  l'inlelligenee  des  énoncés  de 
Pa})piis  et  au  rétablisscnienl  des  propositions  d'Euclide. 

j^  II.  Het'herclies  consignées  dans  WlpcTTu  /(istorif/iw.  -  Rétablis- 
scnienl des  Porisnies  que  comportent  les  énoncés  de  Pappus.  — 
(laractère  générai  de  ces  projjosilions.  —  Leur  analogi».»  avec  les  théo- 
ries (pii  l'ormenl  les  bases  de  la  (jéoniélrie  moderne. 

Ayant  dû  présenter  une  analyse  de  Touvrage  de  Pappus, 
surtout  des  nombreux  Lemnies  relatifs  aux  Porisnies  d'Eu- 
(dide,  dans  V ^pt^rcii  historique^  où  je  traitais  de  V origine 
et  {lu  fléue/oppement  des  Méthodes  en.  Géométrie,  j'ai  été 
<'onduit  à  m'occuper,  après  tant  d'aulres  géomètres,  de  la 
([ueslio!»  des  Porismes.  L'intérêt  du  sujet  m'a  entraîné 
souvent  dans  des  reeberebes  plus  prolongées  (pie  je  ne 
l'aurais  voulu,  excité  par  le  désir  de  parvenir  à  porter  un 
jugement  sur  le  travail  de  Simson,  et  même  à  donner 
suite,  s'il  m'élail  possible,  à  cette  divination  (jui  parais- 
sait comporter  plusieurs  questions  essentielles,   indépen- 


«rF.uclidf,  comino  <m  a  ivtabli  plusieurs  nu tros  ouvjagcs  do  ranliijuilc,  mais 
inômo  aussi  au  poinl  do  vuo  plus  roslroint  de  ceux  qui  s'atlachenl  principa- 
lement il  inlcrprélor  le  texte  de  Pa]>p»is,  et  à  y  cherchoi'  le  but  <^t  les  hases 
de  celle  doclriiie  des  l'orismes. 

Car,  quel  (|ue  soit  le  système  (|uc  l'on  adopte^  on  ne  p<'ul  se  dispenser, 
dans  un  travail  de  celte  nature,  d'en  vérifier  et  d'en  démontrer  la  justesse: 
va  qu'on  ne  fera  qu'en  soumellanl  ce  syslème  à  rexpérience  pratique,  Kt  ici 
celte  expérience  consiste  ii  former,  cojume  nous  venons  de  le  dire,  un 
ensemt)le  syslonjalique  de  propositions,  distinctes  à  certains  égards  des 
théorèmes  et  des  problèmes,  et  répondant  aux  énoncés  enij'maiiques  de  l'ap- 
juis  et  aux  paroles  de  ce  rréumètre  sur  l'iniporlance  et  Tutilite  de  l'ouvraffo 
d'Ruclide. 

Telle  est  la  véritable  (|uoslion  d(!s  l'orismos.  (."est  pourquoi  diveises  tenta- 
tives qui  ne  se  sont  pas  emnpN'Iees,  en  quelque  sorle  pratiquement,  comme 
colles  de  Boulliaii,  de  Rcnaldini,  et»  .,  sont  restées  infructueuses  c(  ont  laissé 
la  question  dans  le  mcmccliit. 


(  "  ) 

(lamnacnL  du  itUablisscment  <!c  l'ouvrage  lui-mèuie,  coimiic 
je  viens  de  le  dire. 

On  avait  remarque"  dans  les  Lemmes  de  Pappiis  eerlaincs 
traces  de  la  théorie  des  transversales^  telles  (|ue  quelques 
propriétés  relatives  au  rapport  harmonique  de  quatic 
points  et  une  relation  d'involution  dans  le  quadrilatère* 
coupé  par  une  droite  (i). 

Uu  nouvel  exameu  de  ces  Lemmes  m'y  a  fait  reconuaître 
une  autre  proposition ,  plus  humble  en  apparence  peut- 
être,  et  qui ,  par  cette  raison  sans  doute,  avait  échappé  aux 
investigations  antérieures,  (quoique,  en  réalité,  elle  ait 
une  bien  plus  grande  importance  que  toutes  les  autres.  11 
s'agit,  en  efïet,  de  la  propriété  projective  du  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  points,  qui  se  trouve  déniontiée 
dans  six  i.emmes  dilîéients  (2)  et  dont,  en  outre,  Pappus 
fait  usage  poin-  la  démonstration  de  plusieurs  autres 
Lemmes. 

Ces  circonstances,  bien  propres  à  fixer  toute  mon  atten- 
tion, pouvaient  m' autoriser  à  penser  que  les  propositions 
d'Euclide  étaient  de  celles  auxquelles  conduisent  naturelle- 
ment les  développements  et  les  applications  de  la  notion  du 
rapport  anharmonique  ^  devenue  fondamentale  dans  la 
géométrie  moderne  (3). 

Parmi  ces  développements  se  présente  en  première  ligne 
la  théorie  des  divisions  lioinogiapJdqucs  ioiniées  sur  dcn\ 
droites  ou  sur  une  seule,  dont  le  caractère  propre  consiste 


(1)  Poncolot.  Propriétés  projt'Cth'fs  des  figures;  p.  xxxvi,  XLil  ;  17,  8!î,  92. 

(o)  Lemmes  111,  \,  X»,  XIV,  XVlolXlX.  (Propositions  i-icj,  i36,  1.^7,  i ',0, 
l/|2  et  l/|5). — Aperçu  historique,  p,  ?i'h. — Traité  de  Géoniétne  supérieure,  p.  xxi. 

(3)  «  Après  avoir  reconnu  (|ue  la  plupart  des  Lemmes  do  Pappus  qui  pa- 
'>  raisscnt  se  rapporter  au  premier  livre  des  Porismes   d'Kiiclidc  pouvaient 

»  se  dtuhiire  de  la  («roposillon ,  nous  avons  pense  (!»«'  celle  proposition 

»  pourriii  hion  aussi  être  la  elef  de  tout  ce  premier  livre  de  Porisnies  el 
»  eonduiic  ;»  une  iniciprclalion  des  énonces  que  Pappus  nous  a  laisses.  » 
i  Aperçu  historique,    \\.  ^f).) 


(  '^  ) 

CM  te  que  le  vapporL  luiharmoniqae  de  quatie  points  d'une 
division  est  égal  à  eelui  des  quatre  points  correspondants 
de  l'autre  division  :  ce  qu'on  exprime  par  des  équations  à 
deux,  à  trois  et  à  quatre  termes  (i). 

Or,  ces  équations  unefois connues,  onnepouvaitmanquer 
de  s'apercevoir  que  la  plupart  des  énoncés  de  Pappus  con- 
stituent des  relations  de  segments  telles  que  celles  qui  se 
déduisent  de  ces  équations  mêmes.  Remarque  impoitante, 
car  elle  devait  faire  espérer  (|ue  ce  pourrait  être  cette 
théorie  fort  simple  des  divisions  liomo graphiques  qui  don- 
nerait enfin  la  clef  des  nombreux  Porismes  énoncés  par 
Pappus  et  dont  la  signification  avait  résisté  aux  etforts  de 
tant  de  géomètres  et  de  Simson  lui-même. 

Et  en  effet,  ce  point  de  départ  dans  mes  essais  de  divina- 
tion m'a  conduit  assez  aisément  au  rétablissement  de  la 
plupart  des  énoncés  de  Pappus,  c'est-à-dire,  à  des  propo- 
sitions, souvent  très-multiples,  qui  satisfont  aux  conditions 
exprimées  par  ces  énoncés  concis  et  énigmati(jues.  J'ai  pu 
annoncer  ce  résultat  dans  W/J perçu,  historique  (2),  me  bor- 
nant alors  à  faire  connaître  deux  Porismes  très-généraux, 
dont  l'un  notamment  suffit  pour  embrasser  dans  ses  nom- 
breux corollaires  une  grande  partie  des  énoncés  en  ques- 
tion (3). 

Je  reprends  aujourd'hui  ce  travail.  Le  long  retard  qu'il 


(1)  Géomclrit-  supci  ieure,  p.  81-101.  —  Aperçu  hist.,  p.  iSi. 

(2)  «  En  prenant  pour  pointdedépart  et  pour  base  notre  manière  de  con- 
»  CGvoir  la  doctrine  des  l^orisnies,  nous  avons  obtenu  assez  naturellement 
»  une  interprétation  des  a/i  énoncés  de  Porismes  que  n'a  pas  rétablis  Simson,» 
{Aperçu  hist. y  p.  279.) 

(3)  «  Les  limites  dans  lesquelles  nous  devons  nous  renCernier  nt;  nous 
»  permettent  pas  d'énoncer  ici  les  Porisines  que  nous  avons  trouves  comme 
»  répondant  au  texte  de  Pappus.  Mais  nous  allons  donner  deux  proposi- 
»  lions  très-générales  qui  nous  ontparu  comprendre  dans  leurs  nombreux  co- 
»  foliaires  les  i5  énoncés  de  Pappus  appartenant  au  premier  livic  des  Po- 
-   rismcs  d'Kuclidc.  (Aperçu  hisl.y  p.  '^79.) 
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éprouve,  du  j)tiucipalcuient  à  d'autres  occupalious,  s'ex- 
plique encore  par  la  nature  même  du  sujet.  Car  il  fallait 
donner  d'abord  aux  trois  théories  du  rapport  anharmo- 
nique^  des  dwisioiis  îionio graphiques  et  de  Vim^olution 
les  développements  dont  étaient  susceptibles  les  germes 
qui  s'en  trouvent  dans  les  Lemmes  de  Pappus.  C'est  ce  que 
j'ai  cherché  à  faire  dans  le  Traité  de  Géométrie  supérieure^ 
ouvra j];e  dont  ces  théories  mêmes  forment  les  bases. 

On  ne  verra  peut-être  pas  sans  étonnement  que  l'ou- 
vrage si  célèbre  d'Euclide,  dont  une  si  profonde  obscurité 
cachait  la  forme,  le  contenu,  le  caractère  général  et  le  but, 
non  moins  que  les  points  de  contact  qu'il  pouvait  avoir  avec 
nos  méthodes  actuelles,  renfermait  précisément  les  germes 
de  ces  méthodes  elles-mêmes  et  plusieurs  des  propositions 
qui  en  forment  les  applications  les  plus  immédiates  et  les 
plus  naturelles. 

Il  fallait,  pour  être  à  même  de  soupçonner  ce  caractère 
spécial  de  l'ouvrage  grec  et  rétablir  les  nombreuses  propo- 
sitions qu'il  renfermait,  connaître  préalablement  toutes 
les  conséquences  de  la  notion  du  rapport  anharnionique  et 
les  équations  diverses  qui  servent  à  les  exprimer,  comme  je 
l'ai  dit  dans  V aperçu  historique  (i). 

C'est  ce  qui  explique,  je  crois,  comment  il  a  paru  tou- 
jours si  difficile  jusqu'à  ces  derniers  temps,  je  pourrais  dire 
presque  impossible,  de  donner  une  interprétation  de  la 
plus  grande  partie  des  énoncés  de  Porismcs  laissés  par 
Pappus,  puisque  la  plupart  des  propositions  qui  satisfont  à 
ces  énoncés  se  rapportent  à  un  genre  de  relations  qui ,  sauf 
quelques  cas  les  plus  simples,  n'étaient  pas  encore  entrées 
dans  la  géométrie  moderne,  et  qui  chez  les  Anciens  ne  se 

(0  «  Chacune  de  ces  équations  peut  se  transformer  de  ditîérentes  ma- 
»  nières  en  d'autres  qui  auront  deux,  trois  ou  quatre  termes.  Plusieurs  de 
»  ces  transformations  sont  nécessaires  pour  donner  l'interprétation  des 
»  Porismes  du  premier  livre  d'Euclide,    «  (Aperçu  hist.,  p.  381.) 
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soiii  peul-i'Ue  reiicoiilrécs  que  dans  l'ouvrage  perdu  d'Eu- 
elide. 

Ce  caractère  du  Traité  des  Porismes  semble  bien  propre 
à  justifier  pleinement  les  paroles  de  Pappus  qui  proclame 
le  mérite  émincnl  de  cet  ouvrage,  recueil  ingénieux  de  pro- 
positions fécondes,  indispensable  à  tons  ceux(|ui  veulent  se 
livrer  aux  recherches  mathématiques. 

On  reconnaît  encore  combien  les  géomètres,  sur  la  foi  de 
Pappus,  ont  eu  raison  de  déplorer  la  perte  de  cet  ouvrage, 
et  combien  celle  perte  a  été  préjudiciable  aux  progrès  des 
mathématiques.  Cai-  si  ce  îivnî  des  Porismes  nous  fut  par- 
venu, il  eût  donné  lieu  depuis  longtemps  à  la  conception  et 
au  développement  des  théories  élémentaires  dm  apport  an- 
liarmonique^  des  divisions  homo graphiques  et  àeA  iiwolu- 
lion,  et  l'on  ne  doutera  pas  que  ces  théories  nefusscnt  entrées 
sans  hésitation  ni  objections,  avec  l'autorité  due  au  nom 
d'Euclide,  dans  les  ouvrages  destinés  à  renseignement, 
comme  formant  les  bases  naturelles  de  la  géométrie  générale. 

5<  III.  —  Texte  de  Pappus  relatif  aux  Porismes. 

«  Après  les  Contacts  sont  les  Porismes  irEuclide,  en 
trois  livres,  collection  ingéuieuse  d'un(*  foule  de  choses  qui 
servent  à  la  solution  des  problèmes  les  plus  difiic  iles,  et 
([uc  la  nature  fournit  avec  une  inépuisable  variété. 

»  11  n'a  rien  été  ajouté  à  cet  ouviage  d'E.uclide,  si  ce 
n'est  que  depuis  quelques  géomètres  peu  expérimentés 
ont  donné  de  nouvelles  rédactions  de  quelques-uns  de  ces 
Porismes.  Bien  que  chacune  de  (es  propositions  soit  suscep- 
tible d'un  certain  nombre  de  démonstrations,  comme  nous 
le  faisons  voir,  Eudiden'en  donne  qu'une,  qui  est  toujours 
la  plus  cl  ai  le. 

»  Les  Porismes  renferment  une  doctrine  subtile,  mais 


naturelle  el  nt'cessaire,  suiloiil  liès-i^éiiéraK*  et  d'une  étude 
Irès-agiéable  à  ceux  qui  savent  voir  et  lioiivei-. 

»  [.es  diverses  espèces  de  ces  Porismcs  ne  sont,  ni  des 
théorèmes,  ni  des  problèmes,  mais  sont,  en  quel([ue  sorte, 
d'une  forme  intermédiaire;  de  façon  qu'on  peut  les  pré- 
senter cojume  des  théorèmes  ou  comme  des  problèmes.     ^ 

))  Il  est  résultéde  là  que,  parmi  ])eaucoupdegéonièties,les 
uns  les  regardent  comme  des  théorèmes,  et  d'autres  comme 
des  problèmes,  n'ayant  égard  qu'à  la  forme  des  énoncés. 

»  Mais  les  définitions  données  par  les  Anciens  prouvent 
([u'ils  ont  mieux  compris  les  diiïérenccs  qui  existent  entre 
ces  trois  genres  de  propositions.  Ils  disaient,  en  efl'el,  que  : 

»  Le  Théorème  est  une  proposition  où  Ton  demandf^  de 
démontrer  ce  qui  est  proposé. 

»  Le  Problème  est  une  proposition  où  Von  demande  de 
construire  ce  qui  est  proposé. 

»  Le  Poiismo  est  une  proposition  où  Ion  demande  de 
trouver  ce  qui  est  proposé  (i). 

»  Cette  définition  des  Porismes  a  été  changée  par  des 
géomètres  modernes  qui,  ne  pouvant  pas  tout  trouver,  mais 
(onservant  les  éléments  de  celte  doctrine,  se  contentèient 


(i)  Nous  exprinKM'ons  les  termes  TrcpiT/zOâ  et  rcopi^^t  doiilPHppus  fait  iisa^ye 
par  le  mot  trouver,  parce  que  ce  mot,  que  nous  aurons  à  employer  fort 
souvent,  est  consacré  presque  exclusivement  dans  les  recherches  mathé- 
matiques, quelles  que  puissent  être  les  nuances  qui  aientlieu  dans  la  tialure 
des  questions.  Toutefois  les  expressions  acquérir,  sf  procurer  rejulraient 
mieux  ici  l'intention  précise  de  Pappiis.  En  elfet,  il  ne  sagit  pas  dans  les 
Porismes  de  trouver  une  chose  absolument  inconnue  comme  dans  les  pro- 
blèmes en  ;;(!u'im1:  ciî  (ju'il  s'agit  de  trouver,  c'est  ur>e  partie  sejilcnient 
d'une  chose  connue  el  désignée  dans  l'énoncé,  mais  incomplètement;  c'est, 
par  exemple,  la  grandeur  ou  la  position  de  celle  chose.  Question,  commis 
on  voit,  qui  présente  lUio  nuance  avec  le  problème  proprement  dit.  A'oilà 
dans  quel  sens  nous  nous  S(m  vous  ici  du  mot  trouver.  On  verra  plus  loin 
les  consid«'ialioiis  siti  I('>(iiît'lles  se  fonde  notre  manière  dCnvisager  la  doc- 
trine dos  PoiisnicM'l  (oinment  elles  pormetlenl,  si  nous  ne  nous  trompons, 
de  lever  lesdiflicnUes  du  sujet. 
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de  prouver  que  la  chose  cherchée  existe^  sans  la  déterminer 

))  Et  quoiqu'ils  fussent  condamnés,  tant  par  la  définition 
que  par  les  propositions  mêmes,  ces  géomètres  donnèrent 
du  Porisme,  d'après  une  considération  particulière,  cette 
définition  :  ce  gui  constitue  le  Porisme  est  ce  gui  mangue 
à  rhyfjothèse  d'un  théorème  local  »  (en  d'autres  termes,  le 
Porisme  est  inférieur,  par  Fhypothèse,  au  théorème  local  5 
c'est-à  dire  que  quand  quelques  parties  d'une  proposition 
locale  n'ont  pas  dans  l'énoncé  la  détermination  qui  leur  est 
propre,  cette  proposition  cesse  d'être  regardée  comme  un 
théorème  et  devient  un  Porisme). 

»  Les  lieux  géotnétrigues  sont  une  espèce  de  ces  Poris- 
mes  :  ils  abondent  dans  les  livres  du  lieu  résolu.  Séparés 
des  Porismes  proprement  dits^  on  les  a  réunis  sous  des 
titres  particuliers,  et  on  en  a  formé  des  traités  distincts, 
parce  que  cette  espèce  est  bieu  plus  nombreuse  que  les 
autres;  car  les  lieux  sont  plans ^  solides  ou  linéaires  •*  il  y 
a  aussi  les  lieux  aux  moyennes. 

»  Il  arrive  encore  aux  Porismes  de  présenter  des  énoncés 
très-raccourcis,  parce  que  beaucoup  de  choses  y  sont  sous- 
entendues.  Il  est  résulté  de  là  que  beaucoup  de  géomètres, 
ne  les  considérant  que  sous  une  partie  de  leurs  faces,  en 
ont  ignoré  des  points  des  plus  importants. 

))  Il  est  difficile  de  réunir  plusieurs  de  ces  Porismes  sous 
un  même  énoncé,  parce  qu'Euclide  n'en  a  pas  donné  beau- 
coup de  chaque  ('spè(;e,  mais  seulement  un  ou  quelques- 
uns  comme  exemples.  Cependant  il  en  a  placé,  au  commen- 
cement de  son  P"^  livre,  dix  qui  sont  analogues  entre 
eux;  ils  appartiennent  à  cette  espèce  des  lieux  la  plus 
abondante  de  toutes.  Nous  avons  reconnu  que  ces  dix  pro- 
positions peuvent  être  renfermées  dans  un  seul  énoncé, 
savoir  :  Etant  données  guatre  droites  se  coupant  deux  à 
deux ,  si  trois  des  points  d- intersection  situés  sur  l'une 
déciles,  ou  deux  seulement  dans  le  cas  du  parallélisme, 


(17) 
sont  dofinés  (c'est-à-dire  restent  fixes),  et  que  des  trois 
autres  deux  soient  assujettis  à  rester  chacun  sur  une  droite 
donnée,  le  dernier  sera  situé  aussi  sur  une  droite  donnée 
de  position. 

»  Il  s'agit  ici  de  quatre  droites  seulement,  dont  pas  plus 
de  deux  ne  passent  par  un  même  point.  Mais  on  ignore  que 
la  proposition  est  vraie  pour  un  nombre  quelconque  de 
droites.  La  voici  :  Si  plusieurs  droites,  en  nombre  quelcon- 
que, se  rencontrent,  mais  pas  plus  de  deux  en  un  même 
point ^  que  tous  les  points  situés  sur  une  d'elles  soient 
donnés,  et  que  chacun  de  ceux  qui  appartiennent  à  une 
autre  se  trouvée  sur  (décrive)  une  droite  donnée  de  posi- 
tion j  ou  plus  généralement,  si  plusieurs  droites,  en  nom- 
bre quelconque,  se  rencontrent.,  mais  pas  plus  de  deux  en 
un  même  point}  que  tous  les  points  situés  sur  une  de  ces 
droites  soient  donnés,  et  que  parmi  les  points  d'inter- 
section des  autres,  lesquels  forment  un  nombre  triangu- 
laire, il  s^en  trouve  autant  qiiHj  a  d'unités  dans  le  côté  de 
ce  nombre  triangulaire,  assujettis  à  rester  situés  chacun 
sur  une  droite  donnée  de  position,  pourvu  que  de  ces 
points  il  ny  en  ait  pas  trois  qui  soient  les  sommets  dun 
triangle  (formé  par  les  droites  mêmes  dont  ces  points  sont 
les  intersections),  chacun  des  autres  points  restera  situé 
aussi  sur  (décrira)  une  droite  donnée  de  position. 

))  Il  n'est  pas  vraisemblable  que  Fauteur  des  Éléments 
ait  ignoré  cette  extension  ;  mais  il  aura  voulu  seulement  en 
poser  le  principe.  Car  il  parait,  dans  tous  ses  Porismes, 
n'avoir  eu  en  vue  que  de  répandre  des  principes  et  le  germe 
d'une  foule  de  choses  importantes. 

))  Ce  n'est  pas  par  les  différences  des  hypothèses  qu'il 
faut  distinguer  les  Porismes,  mais  par  les  différences  des 
résultats  ou  des  choses  cherchées.  Les  hypothèses,  en  effet, 
sont  toutes  différentes  et  constituent  des  spécialités;  mais 
des  résultats  ou  des  choses  cherchées,  chacun  se  trouve  être 
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identique    ou    unique   dans    beaucoup    d'hypolbèses    dif- 
férentes (i). 

I*^*"  Livre  des  Porismes. 

))  Voici  donc  comment  il  faut  classer  les  choses  clier- 
rhées  dans  les  propositions  du  F'  Livre.  La  figure  est  au 
commencement  du  \IL (2). 

L  ))  Si  de  deux  points  donnés  on  mène  deux  droites  se 
coupant,  sur  une  droite  donnée  de  /wsition,  dont  l'une  in- 
tercepte sur  une  droite  donnée  de  position  un  segment 
compté  à  partir  d'un  point  donné,  Vautre  Jormera  aussi 
sur  une  autre  droite  un  segment  ayant  avec  le  premier  une 
raison  donnée. 

»   Et  dans  les  autres  : 

IL  Que  tel  point  est  situé  sur  une  droite  donnée  de  po- 
sition. 

IIL  Que  le  rapport  de  telle  droite  à  telle  autre  droite  est 
donné. 

IV.  Que  le  rapport  de  telle  droite  à  telle  abscisse  est 
donné. 

V.  Que  telle  droite  est  donnée  de  position. 

VI.  Que  telle  droite  passe  par  un  point  donné. 

VIL  Que  telle  droite  a  un  rapport  donné  avec  le  segment 
compris  entre  tel  point  et  un  point  donné. 

VIII.  Que  telle  droite  a  un  rapport  donné  avec  telle  autre 
droite  menée  de  tel  point. 


(i)  C'est-à-dire  que  dans  beaucoup  de  questions  différentes  on  arrive  à 
une  même  conclusion,  par  exemple,  que  le  lieu  d'un  certain  point  est  une 
ligne  droite  déterminée  de  position  ;  que  certaine  droite  passe  toujours  par 
un  point  déterminé  de  position;  qu'un  certain  rectanjjle  dont  les  côtés  sont 
variables,  a  une  surface  donnée  de  grandeur  ;  etc.  C'est  ainsi  que  l'a  entendu 
R.  Simson.  «  (Multa  sunt  Porismata  (juœ  diversas  hypothèses  habenl,  sed 
quai  omnia  concludunt  punctuni  aliquod  tangere  rectam  positionc  datam  ; 
vel  rectam  aliquam  verjfcre  ad  punolum  datuin,  etc.  «   (R.  Simson,  p.  3/j9.  ) 

(a)  Ici  se  trouve  une  lacune  dans  les  manuscrits. 
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IX.  Que  lel  rectangle  a  un  rapport  donné  avec  le  rec- 
tangle construit  sur  telle  droite  et  une  droite  donnée. 

X.  Que  tel  rectangle  é([uivaut  à  un  rectangle  donné 
plus  le  rectangle  formé  sur  telle  abscisse  et  sur  une  droite 
donnée. 

XI.  Que  tel   rectangle,  pris   seul   ou  avec  un  certain 

espace  donné,  est (i),  l'autre  a  un  rapport' donné  avec 

telle  abscisse. 

XII.  Que  telle  droite ,  plus  une  autre  avec  laquelle  telle 
autre  droite  est  dans  une  raison  donnée,  a  un  rapport 
doÉtié  avec  un  segment  formé  par  tel  point  à  partir  d'un 
point  donné. 

XIII.  Que  le  triangle  qui  a  pour  sommet  un  point 
donné  et  pour  base  telle  droite  est  équivalent  au  triangle 
qui  a  pour  sommet  un  point  donné  et  pour  base  le  segment 
compris  entre  tel  point  et  un  point  donné. 

XIV.  Qu'une  droite,  plus  telle  autre  droite,  a  un  rap- 
port donné  avec  tel  segment  compris  entre  un  point  donné 
et  tel  point. 

XV .  Que  telle  droite  forme  sur  deux  autres  droites  don- 
nées de  position  des  segments  dont  le  rectangle  est  donné. 

II*  Livre  des  Porismes. 

»  Dans  le  IP  Livre  les  hypothèses  sont  différentes,  mais 
les  choses  cherchées  sont  pour  la  plupart  les  mêmes  que 
dans  le  P'  Livre. 

»  Il  y  a  en  outre  celles-ci  : 

XVI.  Que  tel  rectangle  seul^  ou  tel  rectangle  plus  un 
certain  espace  donné,  est  dans  une  raison  donnée  avec  une 
certaine  abscisse. 

XVII.  Que  le  rectangle  compris  sous  telle  droite  et  telle 

(i)  Lacune  dans  le  texte. 

2. 
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autre  droite  est  dans  une  raison  dotm-ée  avee  une  eci  laine 
abscisse. 

XVIII.  Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  la  somme  de 
deux  droites  et  la  somme  de  deux  autres  droites,  a  un  rap- 
port donné  avec  tel  segment. 

XIX.  Qu'un  rectangle  qui  a  pour  côtés  telle  droite  et 
une  autre  droite  augmentée  d'une  seconde  qui  a  un  rapport 
donné  avec  telle  autre  droite,  et  le  rectangle  construit  sur 
telle  droite  et  telle  autre  qui  a  un  rapport  donné  avec  telle 
droite,  ont  leur  somme  dans  un  rapport  donné  avec  une 
certaine  abscisse.  ^ 

XX.  Que  la  somme  de  ces  deux  rectangles  est  dans  un 
rapport  donné  avec  le  segment  compris  entre  tel  point  et  un 
point  donné. 

XXI.  Que  le  rectangle  compris  sous  telle  droile  et  telle 
autre  est  donné. 

III*^  Livre  des  Porismes. 

))  Dans  1(;  III''  Livre,  le  plus  grand  nombre  des  hypothèses 
concernent  le  demi-cercle;  quelques-unes  le  cercle  et  les 
segments.  Pour  les  choses  clierchées,  la  plupart  ressemblent 
aux  précédentes. 

))  Il  V  a  en  outre  celles-ci  : 

XXII.  Que  le  rectangle  de  telles  droites  est  au  rectangle 
de  telles  autres  dans  un  rapport  donné. 

XXIII.  Que  le  carré  construit  sur  telle  droite  est  à  une 
certaine  abscisse  dans  un  rapport  donné. 

XXIV.  Que  le  rectangle  construit  sur  telles  droites  est 
égal  au  rectangle  qui  a  pour  côtés  une  droite  donnée  et  le 
segment  formé  par  tel  point  à  partir  d'un  point  donné. 

XXV.  Que  le  carré  construit  sur  telle  droite  est  égal  au 
rectangle  qui  a  ])Our  côtés  une  droite  donnée  et  le  segment 
formé  par  une  perpendiculaire,  à  partir  d  un  point  donné. 
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XXVI.  Que  le  rectangle  qui  a  pour  (  ôlés  la  somme  de 
deux  droites  el  une  droite  en  rapport  donné  avec  telle  autre 
droite,  est  dans  un  rapport  donné  avec  telle  abscisse. 

XXVII.  Ou  il  existe  un  point  tel,  que  des  droites  me- 
nées de  ce  point  comprennent  un  triangle  donné  d'espèce. 

XXVIII.  Qu'il  existe  un  point  tel ,  que  des  droites  me- 
nées de  ce  point  retranchent  des  arcs  égaux. 

XXIX.  Que  telle  droite  est  parallèle  à  une  certaine 
droite,  ou  fait  avec  une  droite  passant  par  un  point  donné 
un  angle  de  grandeur  donnée. 

M  II  y  a  XXXVIII  Lenmics  pour  les  trois  livres  de  Poris- 
nies  :  ceux-ci  renferment  171  théorèmes.  » 

Ici  se  termine  le  passage  du  VIP  Livre  des  Collections 
mathématiques  de  Pappus  ({ui  concerne  les  Porismes. 


i^  IV.  —  Ex[)lication  do  la  proposition  des  quatre  droites,  de  la  pro- 
position générale  de  Pap])iis  et  du  Porisme  complet  du  T'  Livre.  — 
Observation  relative  aux  deux  définitions  des  Porismes. 


Pappus  dit  que  l'ouvrage  d'Euclide  renferme  presque 
toujours  un  seul  Porisme  ou  un  petit  nombre  de  chaque 
espèce;  que  néanmoins  on  trouve  au  commencement  du 
P'  livre  dix  propositions  qui  peuvent  se  résumer  en  une 
seule.  Pappus  énonce  cette  proposition.  Elle  est  relative 
à  quatre  droites.  Il  dit  ensuite  qu'elle  n'est  elle-même 
qu'un  cas  particulier  d'un  énoncé  plus  général  concernant 
un  nombre  quelconque  de  droites  5  il  décrit  cette  proposi- 
tion, et  il  ajoute  avec  un  sentiment  de  justice  qui  fait  hon- 
neur à  son  caractère ,  que  sans  doute  cette  généralisation 
n'a  point  échappé  à  Euclide ,  mais  que,  se  bornant  à  ré- 
pandre dans  ses  trois  livres  de  Porismes  des  germes  de  pro- 
positions fécondes ,  il  n'aura  pas  jugé  ([u'il  fût  nécessaire 
d'en  faire  mention. 

Cette  belle  proposition,  celle  des  quatre  droites,  et  une 
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autre,  doimée  comme  exemple  des  Poiismes  du  l*"'  livre 
d'Euclide,  sont  les  trois  seules  que  Pappus  cite  en  termes 
complets,  c'est-à-dire  dans  lesquelles  il  fasse  connaître  les 
hypothèses  auxquelles  se  rapportent  les  conséquences  énon- 
cées. Toutes  ses  autres  propositions  (au  nombre  de  28), 
expriment  certains  résultats  (qui  sont  pour  la  plupart  des 
relations  de  segments),  sans  qu'on  y  trouve  aucune  trace 
de  l'hypothèse  ou  des  conditions  qui  donnaient  lieu  à  ces 
relations  dans  l'ouvrage  d'Euclide. 

Les  trois  propositions  décrites  d'une  manière  complète 
sont  celles  sur  lesquelles  Sirason  a  concentré  pendant 
longtemps  tous  ses  efforts  et  qui  Font  conduit,  après  qu'il 
fut  parvenu  à  en  pénétrer  le  sens,  à  la  conception  de  la 
doctrine  des  Porismes. 

Pour  ceux  qui  connaissent  maintenant  ces  propositions, 
le  texte  de  Pappus  peut  paraître  se  prêter  assez  aisément  à 
une  traduction  qui  permette  d'y  voir  un  énoncé  exact  et  à 
peu  près  complet.  Aussi  tous  les  géomètres,  quel  qu'ait  été 
leur  sentiment  ultérieur  sur  la  doctrine  des  Porismes,  ont- 
ils  adhéré  unanimement  à  cette  partie  de  la  divination, 
disons  à  cette  découverte  de  Simson.  Mais  on  ne  peut 
méconnaître  qu'avant  que  le  savant  interprète  fût  parvenu 
à  découvrir  le  sens  de  ces  propositions,  elles  présentaient 
de  très-grandes  difficultés,  puisque  les  plus  habiles  géo- 
mètres du  xvi*^  et  du  xvii*^  siècle ,  comme  nous  l'avons  dit 
ci-dessus,  tels  que  Fermât  et  Halley,  à  qui  pourtant  la  lan- 
gue grecque  était  familière,  avaient  échoué  dans  leurs  ten- 
tatives (i). 

La  proposition  des  quatre  droites  signifie,  en  langage 
moderne,  que  : 


(i)  Simson  observe  avec  raison  que  Fermât  n'a  pas  môme  deviné  le  Porisrae 
du  1*"^  Livre  énoncé  par  Pappus  en  termes  complets  :  «  At  Fermalius  no  vel 
primum  priini  libri  cnucleavit,  qu(ul  unicum  integrum  servavit  I*appus,  » 
(  Opéra  (juœdaiv  n  lirjua,  rie,  p.  3 1 8.  ) 
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Étant  données  quatre  droites,  dont  trois  tournent  au- 
tour des  points  dans  lesquels  elles  rencontrent  la  qua- 
trième, de  manière  que  deux  des  points  d'intersection  de 
ces  droites  glissent  sur  deux  droites  données  de  position^ 
le  point  d'intersection  restant  décrit  une  nouvelle  droite. 

Eu  d'autres  tenues  :  Si  Von  déforme  un  triangle  en  fai- 
sant tourner  ses  trois  côtés  autour  de  trois  points  fixes 
pris  en  ligne  droite ,  et  en  faisant  glisser  deux  de  ses  som- 
mets sur  deux  droites  fixes,  prises  arbitrairement,  le  troi- 
sième sommet  décrit  une  troisième  dioitc. 

La  proposition  générale  de  Pappus  eoncerne  uu  nom- 
bre quelconque  d(;  droites,  disons  («  +  i)  droites,  dont 
n  peuvent  tourner  autour  d'autant  de  points  fixes  situés 
tous   sur   la    (/?-+-i)""".   Ces   n  droites   se  coupent   deux 

.     1                  n  (  n  —  I  )         .  ,  .  I    •         1  1 

a  deux  en points,    nombre  triangulaire  dont  le 

côlé  est  (n  —  i)  :  et  on   les  fait  tourner  autour  de  leurs  n 

points  fixes,  de  manière  ([ue  (n  —  i)  quelconques  de  leurs 

n  (n  —  0       .  IV  •  1'  /  \    1     . 

— ^ -points  d  intersection  glissent  sur  [n  —  i)  droites 

fixes  données  :  alors  chacun  des  autres  points  d'intersec- 

en  nombre — — ■  1  décrit  une  (Iroilc. 

Tel  est  le  sens  de  la  proposition  de  Pappus.  L'auteur 
dit  que  des  {ii  —  i)  points  d'intersection  des  droites 
mobiles  qui  sont  assujettis  à  glisser  sur  des  droites  données, 
il  ne  doit  pas  y  en  avoir  trois  qui  soient  Jes  sommets  d'un 
triangle.  Cela  s'enlend  du  tiiane;le  formé  par  trois  droites 
mobiles.  Et  en  ellbt,  d'après  la  proposition  des  quatre 
droites,  deux  seulement  des  trois  points  d'intersection  de 
trois  droites  mobiles  peuvent  être  assujettis  à  glisser  sur  des 
droites  données,  puisqu'il  s'ensuit  (jue  le  troisième  décrit 
alors  une  droite  déterminée,  ou  donnée  virtuellement,  et  qui 
par  conséquent  ne  peut  pas  être  donnée  de  tait  ou  à  i^riori. 


3t 


(  «4) 

(Vcsl  Sinison  qui  a  drcoiivort  la  sii^nificalion  do  celle 
condilion  (jiii  complique  l'énoncé.  El  pour  compléter  l'in- 
tention  de  Pappus,  il  ajoute  que  quatre  points  d'intersec- 
tion ne  peuvent  pas  appartenir  à  quatre  droites  formant  un 
quadrilîilère^  cinq  à  cinq  droites  formant  un  pentagone,  etc. 

_.       n{n — i)       .         IV  .1  1      .  1  .1 

Des  points  a  intersection  des  fi  droites  momies, 

les  [n  —  i)  qu'on  assujettit  à  glisser  sur  autant  de  droites 
iixes  peuvent  appartenir  à  une  même  droite^  c'est  la  pre- 
mière hypothèse  de  Pappus,  qu'il  a  généralisée  aussitôt. 
Ces  [n  —  i)  points  peuvent  aussi  être  les  sommets  consécu- 
tifs, moins  un,  d'un  des  polygones  de  ii  côtés  formés  par 
les  n  droites.  Dans  ce  cas  le  théorème  prend  cet  énoncé  : 
Si  Von  n  un  f)oljgonc  d\in  nombre  quelconque  de 
côtés,  et  qu'on  le  dèj'ornie  en  faisant  tourner  tous  ses  côtés 
autour  d'autant  de  points  fixes  pris  arbitrairement  en 
ligne  droite,  et  en  faisant  glisser  tous  ses  sommets  moins 
un  sur  autant  de  droites  données  de  position,  le  dernier 
sommet  décrit  lui-même  une  droite  déterminée  de  posi- 
tion ;  et  en  outre,  le  point  d'intersection  de  deux  côtés 
quelconques  du  polygone  décrit  aussi  une  ligne  droite. 

Porisme  complet  du  I*^»"  Livre  d'Eviclide. 

L'énoncé  de  Pappus  exprime  que  ; 

Si  autour  de  deux  points  fixes  P,  Q,  on  fait  tourner 
deux  droites  qui  se  coupent  sur  une  droite  donnée  L,  et  que 
Vune  fasse  sur  une  droite  fixe  AX  donnée  déposition  un 
segment  A  m  compté  à  partir  d'un  point  A  don?ié  sur  cette 
droite  :  on  pourra  déterminer  une  autre  droite  fixe  BY  et 
un  point  fixe  B  sur  cette  droite,  tels,  que  le  segment  Bm' 
fait  par  la  seconde  droite  tournante  sur  cette  seconde 
droite  fixe,  à  partir  du  point  B,  soit  au  premier  segment 
A  m  dans  une  raison  donnée  X. 

Nous  donnerons,  dans  le  F'  Livre  des  Porismes,  la  dé- 
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iiioiislialioli  (le  colle  proposilioii,de  <elle  des  quatre  droiles 
et  d(;  ia  proposilion  générale  de  Pappus. 

Observation  relative  aux  deux  dcfiniiions  des  l'orismes. 

Pappus,  ainsi  qu'on  l'a  vu  ci -dessus  (§  III),  donne 
deux  définitions  des  Porismes,  Tune  des  Anciens,  et  l'autre 
qui  a  été  introduite  par  des  géomètres  modernes.  Il  con- 
damne celle-ci,  parce  qu'elle  repose  sur  une  circonstance 
accidentelle.  Elle  ne  s'applique,  en  effet,  comme  nous  le 
verrons,  qu'à  une  classe  particulière  de  Porismes. 

Nous  reviendrons  plus  loin  (§  M,  m)  sur  ces  deux  déli- 
nitions,  pour  en  expli([uer  le  sens,  et  nous  ferons  voir 
qu'elles  n'ont  rien  de  contradictoire,  du  moins  dans  les 
limites  que  comporte  la  seconde. 

§  V.  —  Indication  succincte  des  matières  contenues  dans  le  Traité  des 
Porismes  de  Simson.  —  Définition  des  Porismes.  —  Opinion  de 
Playfair. 

I.  —  Ouvrafje  de  Simson. 

Simson  commence  son  Traité  De  Porismatihus  par  les 
définitions  du  Théorème ,  du  Problème,  du  Donné,  du 
Pon'sme  et  du  Lieu;  définitions  qu'il  éclaircit  par  des 
exenq)les.  Puis  il  fait  connaître  la  Notice  de  Pappus  sur  les 
Porismes,  dont  il  donne  une  version  latine.  Après  cette 
Notice,  viennent  les  propositions  qui  forment  le  Traité  des 
Porismes. 

Ces  propositions,  au  nombre  de  98,  comprennent  les  38 
Lemmes  de  Pappus  relatifs  aux  Porismes;  10  cas  de  la 
proposition  des  quatre  droites;  29  Porismes;  2  problèmes 
destinés  à  montrer  l'usage  des  Porismes;  et  quelques  pro- 
positions qui  servent  pour  la  démonstration  des  Lemmes  et 
des  Porismes. 

Des  29  Porismes,  6  (propositions  2.3,  34,  4')  ^^5  ^^ 
et  57)  sont  présentés  comme  répondant  à  6  des  genres  dé- 
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crits  pai-   Papj)us    (les  P',  VI%  XY%  XXVII%  XXYIIP 

el  XXIX')  i  et  i5  (propositions  i-6,  1^8,  407  47,  4^?  ^^'^^  67, 
et  74  4"i  renferme  3  Poiismes)  comme  se  rattachant  aux 
Lemmes  et  au  texte  de  Pappus.  Des  8  autres,  4  sont  des 
Porisnies  de  Fermât,  présentés  sous  la  forme  adoptée  par 
Simson,  et  les  4  derniers  sont  empruntés  de  Mathieu 
Stewart. 

II.  —  Définilion  des  Porismes. 

Simson  dit  que  «  la  définition  de  Pappus  étant  trop  gé- 
nérale, il  la  remplacera  par  une  autre,  m  II  ne  dit  pas  de 
laquelle  des  deux  définitions  il  veut  parler.  Mais  nous  pen- 
sons que  c'est  de  celle  des  Anciens.  Dans  cette  opinion,  que 
nous  justifierons  plus  loin,  nous  mettrons  d'abord  sous  h^s 
yeux  du  lecteur  cette  définition  telle  que  Simson  nous  pa- 
raît l'entendre  dans  sa  version  du  texte  de  Pappus  : 

<c  Le  Porisme  est  une  proposition  dans  laquelle  on  a  à 
chercher  la  chose  proposée  (i).  » 

Cette  chose,  que  l'on  a  à  chercher,  Simson  l'appelle 
donnée^  comme  Pappus  et  Euclide. 

Cela  posé,  voici  sa  propre  définition  du  Porisme  : 

((  Porisma  est  Propositio  in  qua  proponitur  demonstrare 
))  rem  aliquam,  vel  plures  datas  esse,  cui,  vcl  quibus,  ut  et 
n  cuilibet  ex  rébus  innumeris,  non  quidem  datis,  scd  quœ 
»  ad  ea  quae  data  sunt  eandcm  habent  rationem,  convenire 
»  ostendendum  est  afi'ectionem  quandam  communem  in 
»   Propositione  desciiptam.  » 

Nous  dirons,  en  cherchant  à  exprimer  la  pensée  de 
l'auteur  : 


(1)  '<  Dixoriint  (  Veloics  ),  Theorenia  esse  ([iio  alnjuid  proposilnni  est  dc- 
nionstranduni  ;  Problema  vero,  <iiio  aliqiiid  propositmn  est  constnuMi- 
dum  ;  Porisma  vero  esac  quo  aliquid pi  tif}ositum  csl  im'cslifranduiu.  »  (  De  l'oris- 
matibus,  de,  p.  347-) 
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Le  Porisme  est  une  proposition  dans  laquelle  on  de- 
mande de  démontrer  quune  chose  ou  plusieurs  sont  don- 
nées ,  qui ,  ainsi  que  l'une  que/conque  d'une  infinité 
d'autres  choses  non  données,  mais  dont  chacune  est  avec 
les  choses  données  dans  une  même  relation,  ont  une  cer- 
taine propriété  commune,  décrite  dans  la  proposition, 

La  chose  ou  les  choses  qui  sont  données,  c'est-à-dire  qui 
sont  des  conséquences  de  l'hypothèse  ,  peuvent  être  des 
grandeurs  ou  quantités,  comme  des  lignes  ou  des  nombres^ 
ou  bien  ce  peut  être  la  position  d'une  ligne  considérée 
comme  lieu,  ou  bien  encore  la  posifîon  d'un  point  par 
lequel  passentjune  infinité  de  droites  qui  sont  les  choses 
variables,  ou  la  position  d'une  courbe  à  laquelle  sont  tan- 
gentes toutes  ces  droites. 

Cette  définition  de  Simson  comporte  naturellement  une 
forme  d'énoncés  particulière  aux  Porismes  et  qui  caracté- 
rise ces  propositions. 

Cette  forme  technique,  dont  nous  allons  donner  des 
exemples,  est  précisément  celle  des  deux  Porismes  d'Eu- 
clide  que  Pappus  nous  a  transmis  complets. 

m.  —  Exemples  de  Porismes  conformes  à  la  détinition  précédente. 

I.  Le  Porisme  complet  cité  par  Pappus  satisfait,  dans  son 
énoncé  original,  à  la  définition  de  Simson,  puisqu'il  s'agit 
de  déterminer  la  position  d'une  droite  et  d'un  point  dont 
l'existence  est  annoncée. 

IL  11  en  est  de  même  du  Porisme  des  quatre  droites,  et 
de  la  proposition  générale  de  Pappus,  puisque  Simson 
admet  que  la  chose  à  déterminer  dans  un  Porisme  peut 
être  la  position  d'un  lieu  dont  la  nature  est  connue  et 
annoncée  dans  l'hypothèse. 

IIL  Trois  droites  étant  données  de  position,  si  de  cha- 
que point  de  Vunc  on  abaisse  des  perpendiculaires  p,  ({,  sur 
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les  deux  autres^  on  pourra  tromper  une  ligna  a  el  une  raison 
A  telles^  que  la  perpendiculaire  p  plus  la  ligne  a  sera  ci 
la  perpendiculaire  q  dans  la  raison  1. 
C'est-à-dire  qu'on  aura  toujours 


>. 


IV.  Une  droite  étant  donnée  de  position^  et  un  cercle 
étant  donné  de  grandeur  et  de  position^  il  existe  un  point 
tel,  que  toute  droite  menée  par  ce  point  rencontre  la  droite 
et  le  cercle  en  deux  joints  dont  le  produit  des  distances  au 
point  en  question  sera  donné. 

V.  Si  par  deux  points  donnés  on  mène  à  un  autre  point 
deux  droites  telles,  que  leurs  longueurs  soient  entre  elles 
dans  une  raison  donnée,  ce  point  est  situé  sur  une  circon- 
férence  de  cercle  donnée  de  grandeur  et  déposition. 

En  d'autres  termes,  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances 
à  deux  points  fixes  sont  entre  elles  dans  une  raison  donnée, 
est  une  circonférence  de  cercle. 

Cette  proposition  est  un  lieu^  conséquerament  un  Po- 
risme  (i). 

VI.  Deux  droites  parallèles  étant  données  de  position, 
et  sur  ces  droites  deux  points  K^  B,  5/  F  on  mène  une  troi- 
sième droite  qui  rencontre  ces  deux  premières  en  deux 
points  ni,  m',  tels,  que  le  segment  Ava.^  plus  une  ligne  don- 
née a,  soit  au  segment  Bm'  dans  une  raison  donnée  A, 

'     ,  «   _7-  r  •    Am  -ha       ^    j     j     •  I 

c  est-a-dire  que  i  on  ait  — ; — ; —  z=  k,  la  droite  mm  passera 

'  Bm  ' 

par  un  point  donné. 

VIL  Deux  couples  de  points  a,  a'  et  b,  K  étant  donnés 
sur  une  droite,  il  existe  un  autre  point  O  sur  cette  droite  et 


(i)  Cette  proposition  se  trouve  parmi  celles  des  lieux  ])Ians  d'Apollonius, 
citées  par  Pappus,  Eutocius  la  donne  aussi  comme  exemple  d'une  proposi- 
tion de  lieu  dans  son  Commentaire  sur  les  Coniques  d'Apollonius. 


(  ^9  ) 
une  ligne  //,  tcls^  (jue^  quel  que  soit  le  point  m  que  ton 
prenne  sur  la  même  droite,  la  somme  ou  la  différence  des 
deux  rectangles  ma .  ma',  mb .  mb'  sera  toujours  égale  au 
rectangle  ^ .  m  O  (  i  ) . 

Dans  chacune  de  ces  propositions  il  faut  troui^er  ce  qui 
est  annoncé  ou  proposé^  ce  sont  donc  des  Porismes,  con- 
formément à  la  définition  que  Pappus  attribue  aux  An- 
ciens. 

Ainsi  nous  avons  pu  dire  que  c'est  cette  définition  que 
Simson  a  eue  en  vue  et  qu'il  a  |lrise  pour  base  de  sa  doc- 
trine des  Porismes.  Une  autre  raison  suffirait  encore  pour 
montrer  que  telle  a  été  l'intention  de  Simson  :  c'est  qu'il 
approuve  Pappus  d'avoir  censuré  la  définition  des  Moder- 
nes, comme  ïious  le  dirons  dans  le  paragraphe  suivant. 

IV.  —  Opinion  de  Playfair  sur  les  Porismes. 

Playfair,  professeur  de  Mathématiques  à  l'université 
d'Edimbourg,  a  traité  la  question  des  Porismes  dans  un 
Mémoire  intitulé  O/i  ihe  origin  and  investigation  of 
Porisms  [i),  qu'on  peut  considérer  comme  faisant  suite  à 
l'ouvrage  de  Simson.  Mais  l'auteur  s'y  est  proposé  princi- 
palement de  rechercher  l'origine  probable  des  Porismes, 
c'est-à-dire  les  vues  qui  ont  pu  conduire  les  anciens  géo- 
mètres à  ce  genre  de  propositions.  11  pense  que,  de  même 


(i)  Dans  la  géométrie  moderne  où  l'on  donne  des  signes  aux  segments,  ce 
l'orisme  s'exprime,  d'une  manière  générale,  par  l'équation 

ma. ma' —  mb  .mb'  -^  fx.mo  =  o. 

(  V.  Géom.  sup.  p.  i53.  ) 

Cette  proposition  a  été  connue  des  Anciens;  on  la  trouve  dans  les  Lemmes 
de  Pappus  sur  le  second  livre  de  la  Section  déterminée,  où  elle  est  démontrée 
dans  douze  Lemmes  (Propositions  /jS  à  5G)  à  raison  des  différents  cas  aux- 
quels donnent  lieu  les  positions  relatives  des  difVérents  points  de  la  figure. 

(2)  Lu  à  la  Société  royale  d'Edimbourg,  le  ?.  avril  179?,  et  inséré  dans  les 
Transactions  de  celte  Société. 


(  3o  ) 
que  ce  sont  les  cas  criinpossibilitéoude  limitation  des  solu- 
tions, dans  les  problèmes,  qui  ont  donné  lieu  aux  questions 
de  jnaxima  ou  minima,  de  même  ce  sont  les  cas  où  les 
problèmes  deviennent  indéterminés  ou  susceptibles  d'un 
nombre  infini  de  solutions,  qui  ont  conduit  à  la  doctrine 
des  Porismes. 

D'après  cette  idée,  et  trouvant  la  définition  des  Porismes 
de  Simson  fort  obscure,  il  donne  celle-ci  : 

Un  Porïsme  est  une  proposition  qui  affirme  la  possibi- 
lité de  trouver  des  conditmns  qui  rendent  un  certain  pro- 
blème indéterminé  ou  susceptible  d'un  nombre  illimité  de 
solutions  (i). 

Il  ajoute  que  cette  théorie  sur  l'origine  des  Porismes,  ou 
du  moins  la  justesse  des  notions  qui  en  dérivent,  sont  con- 
firmées par  les  propres  vues  de  Dugald  Stewart  :  «  Ce  sa- 
vant professeur,  dit-il,  dans  un  Essai  sur  le  même  sujet,  lu 
devant  la  Philosophical  Society  il  y  a  quelques  années, 
définit  le  Porisme  :  Une  proposition  affirmant  la  possibi- 
lité de  trou\^er  une  ou  plusieurs  des  conditions  qui  rendent 
un  théorème  indéterminé.  Il  faut  entendre  par  théorème 
indéterminé,  un  théorème  qui  exprime  une  relation  entre 
certaines  quantités  déterminées  et  certaines  autres  qui  sont 
indéterminées  en  grandeur  et  en  nombre.  » 

Cette  manière  de  considérer  les  Porismes,  connue  exclu- 
sivement sous  le  nom  de  Playfair,  quoique,  comme  on  voit, 
le  célèbre  philosophe  écossais  Dugald  Stew^art,  alors  pro- 
fesseur de  Mathématiques  (2),  en  ait  eu  le  premier  l'idée, 


(i)  From  this  account  of  the  origin  of  Porisms,  it  foUows,  that  a  Porisni 
raay  be  defined,  A  proposition  ajfirpnn!^  the  possibilité"  of  jinding  such  condi- 
tions as  will  render  a  certain  prohlem  indeterminate,  or  capable  of  innumera- 
hle  solutions. 

(2)  Dugald  Stowart,  nommé  d'abord  suppléant,  en  1772,  de  Malthew  Ste- 
wart, son  père,  dans  la  chaire  de  mathématiques  d'Edimbourg,  réunit  à  cet 
enseignement,  en  1778,  la  eupplcance  d'Adam  Ferguson  dans  la  chaire  de 
IMiilosophie  morale.  Il  lui  arrivait  dans  le  même  temps  de  joindre  bénévo- 


(  :i'  ) 

a  été  adoptée  pai  la  plupart  des  géomètres  (jiii  ont  adhéré  à 
la  divination  de  Simson  sur  la  forme  des  énoncés  des 
Porismes.  Ainsi  J.  Leslie,  dans  sa  Geometrical  Analysis^ 
.dit  :  ((  Le  Porisme  a  pour  objet  de  démontrer  quon  peut 
trouver  une  ou  plusieurs  choses  telles^  qu'une  certaine 
relation  déterminée  ait  lieu,  entre  ces  choses  et  une  infinité 
d'autres  assujetties  à  une  loi  donnée. 

»  La  nature  du  Porisme  consiste  à  affirmer  la  possibilité 
de  trouver  des  conditions  qui  rendent  un  problème  indé- 
terminé.^ c'est-à-dire  susceptible  d'une  infinité  de  solu- 
tions (i).    » 

Disons  tout  de  suite  ici  que,  malgré  Tassentiment  assez 
général  qu'a  obtenu  l'idée  de  Playfair,  elle  ne  nous  parait 
pas  fondée. 

En  eiTet,  la  recherche  des  conditions  qui  rendent  un  pro- 
blème indéterminé  conduit  à  certaines  relations  entre  les 
données  de  la  question,  et  il  peut  résulter  de  là  un  théo- 
rème :  mais  c'est  un  théorème  ordinaire,  c'est-à-dire  dans 
l'énoncé  duquel  il  ne  reste  rien  d'inconnu.  Ce  théorème 
peut  sans  doute,  comme  tout  autre,  être  transformé  en  un 
Porisme,  ainsi  que  nous  l'expliquons  plus  loin  (S  VI,  ii)  : 


lement  à  ces  doubles  (onctions  l'enseignement  de  l'astronomie,  et  même  de 
la  langue  grecque  et  des  belles-lettres,  par  obligeance  pour  ses  collègues. 
Devenu  professeur  titulaire  de  Mathématiques,  en  1785,  à  la  mort  de  son 
père,  il  ne  tarda  pas  à  échanger  cette  chaire  contre  celle  de  Philosophie  que 
résignait  Ferguson,  et  qui  convenait  mieux  à  ses  admirables  et  rares  talents 
de  parole.  Dès  lors,  il  ne  remplit  plus  qu'une  chaire  et  il  se  livra  exclusive- 
ment à  l'étude  des  questions  de  philosophie,  dans  lesquelles  il  devait  appor- 
ter avec  tant  de  succès  et  d'éclat,  les  procédés  de  raisonnement  des  sciences 
mathématiques, 

(i)  A  Porism  proposes  to  demonslrate  that  one  or  more  things  may  be 
found,  between  -svhich  and  innumcrable  other  objects  assumed  afler  some 
given  law,  a  certain  specified  relation  is  to  be  shown  to  exist. 

The  nature  of  a  Porism  consists  in  affirniing  tho  possibility  of  finding  such 
conditions,  as  will  render  a  probleni  indelorminate,  or  capable  of  innu- 
nieral)le  solutions. 
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mais  il  est  à  croire,  il  nous  paraît  même  certain,  que  Je 
théorème    s'est  présenté  à  Tesprit  du   géomètre    avant  le 
Porisme  qui  n'en  est  qu'un  corollaire  ou  une  expression 
différente. 

En  d'autres  termes,  la  forme  d'énoncé  qui  caractérise  le 
Porisme  n'est  pas  la  conséquence  immédiate  ni  nécessaire 
de  la  discussion  d'un  problème. 

Il  semble  donc  que  la  manière  de  concevoir  l'origine  du 
Porisme  proposée  par  Playfair  n'est  pas  fondée. 

Assurément  Euclide  n'a  pas  eu  besoin  de  résoudre  des 
problèmes  pour  former  ses  171  Porismes5  il  lui  a  sufli  de 
prendre  des  théorèmes  et  d'en  changer  la  forme.  Ce  qu'il  a 
fait  dans  une  vue  tout  autre  que  celle  d'exprimer  les  con- 
ditions qui  rendent  un  problème  indéterminé. 

Il  faut  observer  d'ailleurs  que  non-seulement  la  recherche 
des  conditions  qui  rendent  un  problème  indéterminé  ne 
conduit  pas  immédiatement  ni  nécessairement  à  un  Po- 
risme ,  mais  qu'en  outre  on  n'aperçoit  point,  en  général, 
dans  un  Porisme  le  problème  qui  aurait  donné  lieu,  par 
cette  recherche  des  conditions  d'indétermination,  à  ce 
Porisme. 

§  VI.  —  Réflexions  sur  quelques  passages  de  Pappus.  —  Éclaircisse- 
ments sur  la  nature  et  l'origine  des  Lieux  et  des  Porismes.  —  Diffé- 
rence et  point  de  contact  entre  les  Porismes  et  les  Corollaire^.  — 
Accord  des  deux  définitions  des  Porismes,  sauf  l'insuflisance  de  la 
seconde. 

1.  —  Différencos  entre  le  théorème  local,  le  lieu  et  le  problème  local.  — 
Origine  des  Lieux. 

Pappus,  comme  nous  l'avons  vu  (§  III),  dit  que  les 
Lieux  sont  des  Porismes.  Or  à  l'égard  des  Lieux  il  n'y  a 
pas  de  mystère^  la  forme  de  leurs  énoncés  nous  est  parfai- 
tement connue  par  les  nombreuses  propositions  des  Lieux 
plans  d'Apollonius  que    Pappus  nous  a  transmises. 


(  ;5:i  ) 

Les  Lieux  doivent  donc  nous  olîiii'  les  moyens  de  véri- 
iier  la  définition  donnée  précédemment  des  Poiismes  et  de 
rechercher,  jusqu'à  un  certain  point,  la  nature  de  ces  pro- 
positions. Pour  cela  nous  allons  préciser  les  difTérences  et 
les  points  de  contact  qui  nous  paraissent  exister  entre  le 
théorème  local^  le  lieu  et  le  problème  local. 

Le  théorème  local  est  une  proposition  qui  exprime  une 
propriété  commune  à  tous  les  points  d'une  même  ligne, 
droite  ou  courbe,  complètement  définie.  Exemple  : 

Etant  pi'is  mu   le  diamètre  AB  d' ufi  cercle  deux  points 

C,  D  tels,  que  Von  ait  la  relation  ——  =  — -,  les  dis  lances 

CB         BD 

de  chaque  point  m  de  la  circonjérence  à  ces  deux  points 

CA 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  constant  — —  • 

JJA. 

Le  lieu  est  une  proposition  dans  laquelle  on  dit  que  tels 
points  soumis  à  une  même  loi  connue,  sont  sur  une  ligne 
(droite,  circulaire  ou  autre)  dont  on  énonce  la  nature,  et 
dont  il  reste  à  trouver  la  grandeur  et  la  position.  Exemple  : 

Deux  points  étant  donnés,  ainsi  qu'une  raison,  le  lieu 
d'un  point  dont  les  distances  à  ces  deux  points  sont  entre 
elles  dans  cette  raison,  est  une  circonjérence  de  cercle 
donnée  de  grandeur  et  de  position. 

Enfin  dans  le  problème  local  ou  question  de  licu^  ou 
demande  de  trouver  la  nature,  la  i^randeur  et  la  position 
d'un  lieu,  c'est-à-dire  la  courbe,  lieu  commun  d'une  infinité 
de  points  soumis  à  une  loi  commune.  Exemple  : 

Deux  points  étant  donnés,  ainsi  qu'une  raison  À,  cjucl 
est  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  ii  ces  deux  points 
sont  entre  elles  dans  la  raison  X  ? 

La  solution,  ou  réponse  à  la  question,  constitue  une  vé- 
rité complète,  c'est-à-dire  un  théorème,  qui  est  ici  le  théo- 
rème local  que  nous  venons  de  citer. 

(^•s  exemples  su  Disent  pour  établii  la  disli  net  ion  piécist; 
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et  les  points  de  contacl  qui  existent  entre  les  trois  propo- 
sitions qui  se  rapportent  aux  lieux  :  le  théorème  local,  le 
lieu  proprement  dit,  et  le  problème  local. 

Le  lieu  est  différent  du  théorème  local  et  du  problème 
local ^  mais  il  participe  de  l'un  et  de  l'autre,  puisqu'on  s'y 
propose  de  démontrer  une  vérité  énoncée,  savoir  que  tel 
point  soumis  à  une  loi  connue  est,  par  exemple,  sur  un 
cercle,  ce  qui  constitue  un  théorètiie,  et  qu'il  faut  en  outre 
déterminer  la  grandeur  et  la  position  de  ce  cercle,  ce  qui 
touche  au  problème. 

Origine  des  Lieux.  —  Un  théorème  provient  toujours 
de  plusieurs  autres  propositions  dont  il  est  une  déduction, 
mais  avec  lesquelles  il  n'a  pas  en  général  de  ressemblance 
ou  de  connexion  apparente. 

La  solution  d'un  problème  résulte,  comme  la  connais- 
sance d'un  théorème,  de  raisonnements  formés  sur  plu- 
sieurs vérités  connues-,  et  cette  solution  constitue,  au  fond, 
un  théorème. 

Une  proposition  appelée  lieu  résulte,  en  général,  soit 
d'un  théorème  connu  avec  lequel  ce  lieu  a  des  rapports 
manifestes,  soit  de  la  solution  d'un  problème,  solution  qui, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  équivaut  à  un  tliéorème. 

Le  lieu  exprime  donc  la  même  chose  que  le  théorème, 
mais  d'une  manière  moins  explicite  et  qui  laisse  quelque 
chose  à  compléter. 

Telle  nous  parait  être  la  seule  origine  que  nous  puissions 
attribuer  aux  propositions  qui  pat  leur  foime  sont  des  lieux. 

11.  -—  Dilïércncei  entre  les  l'orismcs,  les  Théorèmes  et  les  Problèmes.  — 
(comment  les  Lieux  sont  des  Porismes.  —  Origine  des  Porismes.  —  De  la 
signification  qïrEuclide  a  voulu  attribuer  au  terme  Porisinr.  —  Rapproche- 
ment entre  les  Porismes  ot  les  Coiollaircs. 

Pappiis  dit  (jue  les  Porismes  ne  sont,  quant  à  la  forme, 
ni  des  théorèmes,  ni  des  problèmes  5  qu'ils  constituent  un 


(35) 
genre  intermédiaiie;  mais  que  parmi  beaucoup  de  géomè- 
tres, les  uns  les  regardent  comme  des  théorèmes  et  d'autres 
comme  des  problèmes. 

Ou  conclut  de  là  que  les  Porismes  devaient  participer 
tout  à  la  fois  des  théorèmes  et  des  problèmes,  puisque 
beaucoup  de  géomètres  s'y  méprenaient,  ou  du  moins  se 
(croyaient  en  droit  de  ne  pas  les  distinguer  de  ces  deux  sortes 
de  propositions. 

Or  les  Porismes,  entendus  selon  la  définition  de  Simson, 
dont  nous  avons  donné  ci-dessus  des  exemples  (§  Y,  m), 
satisfont  à  cette  condition,  c'est-à-dire  qu'ils  ont  le  double 
caractère  des  théorèmes  et  des  problèmes. 

En  effet,  les  théorèmes  sont  des  propositions  où  l'on  doit 
démontrer  une  vérité  connue  et  énoncée. 

Les  problèmes  sont  des  propositions  où  l'on  a  à  découvrir 
une  chose  inconnue. 

Et  les  Porismes  sont  des  propositions  où  Ton  a  tout  à  la 
fois  à  démontrer  une  vérité  énoncée  et  à  trouwer  la  qualité 
ou  la  manière  d'être,  comme  la  grandeur  ou  la  position,  de 
certaines  choses  mentionnées  dans  l'énoncé  de  cette  vérité. 

D'après  cette  manière  de  concevoir  le  Porisme,  qui  est  le 
commentaire  rigoureux  de  la  définition  de  Simson,  on  peut 
dire  que  le  Porisme  participe  du  théorème  et  du  problème. 
Ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  rapporte  Pappus  des  opinions 
différentes  des  géomètres  de  son  temps. 

A  notre  sens,  le  Porisme  se  rapproche  plus  du  théorème 
que  du  pr^lème  \  car  il  faut,  comme  dans  le  théorème, 
démontrer  une  vérité  énoncée  5  et  quant  à  la  chose  à  trou- 
ver^ elle  n'est  pas  absolument  inconnue  comme  dans  le  pro- 
blème proprement  dit;  elle  se  rapporte  à  la  vérité  énoncée, 
elle  en  est  une  conséquence  qui  le  plus  souvent  résulte  de 
la  démonstration  même,  sans  exiger  aucune  recherche. 

Comment  les  Lieux  sont  des  Porismes.  —  Le  double 
caractère  du  Porisme,  de  participer  du  théorème  et  du  pro- 

3. 
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l)lènie,  c'osl-à-Jirc  d'avoir  à  iléinoiitrer  ei  à  Iroui^er,  est 
précisément  aussi  le  caractère  des  Liciix^  comme  nous  l'a- 
vons vu  ci-dessus.  INous  sommes  donc  amené  à  conclure 
que  les  Lieux  sont  des  Pon'smes,  lors  même  que  nous  n(^ 
saurions  pas  que  Pappus  le  dit  formellement. 

Origine  des  Porismcs.  — Hy  a  encore  sur  un  autre  point 
une  identité  parfaite  entre  les  Porismes  et  les  Lieux  :  nous 
voulons  parler  de  Torigint;  même  des  uns  et  des  autres.  En 
effet,  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  de  Forigine  des 
Lieux  s'applique  de  soi-même  aux  Porismes.  Un  Porisme 
est  la  conséquence  d'un  théorème  ou  de  la  solution  d'un 
problème,  qui  elle-même  constitue  un  théorème.  Le  Po- 
risme exprime  la  même  chose  que  le  théorème  dont  il  se 
déduit,  mais  sous  une  autre  forme  et  d^une  façon  moins 
complète  et  qui  laisse  quelque  chose  à  déterminer. 

L'exemple  que  nous  avons  donné  d'un  lieu  comparé  au 
théorème  local  auquel  il  se  rapporte,  s'applique  aux  Poris- 
me*s  de  même  qu'aux  Lieux.  Ainsi  nous  conclurons  que 
l'origine  d'un  Porisme  est  un  théorème  proprement  dit. 

La  transformation  des  théorèmes  en  Porismes  tendait  à 
simplifier  les  énoncés  des  propositions  en  les  débarrassant 
de  certaines  déterminations  complémentaires  qui  n'étaient 
pas  toujours  nécessaires.  On  reconnaîtra,  je  pense,  dans 
cette  conception  la  sagacité  d'Euclide  et  sa  profonde  intel- 
ligence des  besoins  de  la  science,  quand  nous  aurons  dit, 
dans  un  des  paragraphes  suivants,  combien  ses  Porismes 
louchent  de  près,  par  leur  forme  même,  à  celle  de  la  plu- 
part des  propositions  de  la  géométrie  moderne. 

De  la  signification  quEuclide  a  iwulu  attribuer  nu 
terme  Porisme.  —  Rapprochement  entre  les  Porismes  et 
les  Corollaires,  —  Euclide  exprime  par  le  même  mot 
nopiaiia  les  corollaires  des  Eléments  et  les  propositions  de 
ses  trois  livres  de  Porismes.  Pour  les  corollaires^  le  terme 
grec,  dont  la  signification  d'après  Proclus  serait  ici  gain, 
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iicquisilion  (\  .  ti-dcs.sous  §  Nil,  vi)^  cbl  bien  choisi.  Mais 
poLU  les  proposilions  donl  il  s'agit,  le  sens  qu'il  faut  attri- 
buer à  ce  ternie  "KopiG^a  a- toujours  été  une  énigme;  pajce 
que  n'ayant  pas  une  idée  précise  de  la  nature  intime  des  Po- 
rismes,  on  ignorait  surtout  l'origine  de  ces  propositions. 

11  nous  semble;  que  les  <  onsidéralions  précédentes  jettent 
enfin  du  joui;  sur  cette  questioJi  ^  car  elles  conduisent  à 
un  rapprochenieol  naturel  entre  les  Poiismeset  les  corol- 
laires.^ ces  proposilions  si  différentes  au  fond. 

Kn  effet,  d'une  part,  les  coroUaires  sont  des  propositions 
(jui  seconcJu(;nt  inunédiatement  soit  de  1  énoncé  d'un  théo- 
rème, soild'un  passage  de  la  démonstration  de  ce  théorème, 
soit  d'un  raisonnement  qui  a  conduit  à  la  solutioii  d'un  pro-^ 
blême.  Mais,  en  général,  ces  corollaires  constituent  des 
propositions  différentes  des  théoièmes  d'où  on  les  conclut, 
et  dont  ils  ne  sont  pas  la  leproduction  sous  une  autre 
forme,  comme  on  le  voit,  par  exenqde,  dans  les  Éléments 
cl'Euclide  (i). 

D'autre  part,  les  Porismes  prennent  \v\xv  oiigine  dans  des 
théorèmes  déjà  connus,  mais  dont  on  change  la  foijue  pour 
en  faiie  des  Porismes;  de  sorte  qu  on  peut  dire  ([ue  les 
Poiismes  sont  des  conséquences  immédiates  de  théorèmes; 
qu'ils  en  sont  uiu;  sorte  d(;  corollaires. 

Telle  a.  [)u  être  la  raison  f|ui  a  poité  Kuclide  à  donner 

(.1)  Exemples.  Euclide,  aprèsavoirdéniontré que  la  perpendiculaire  tnenco 
(lu  sommet  de  l'anyle  droit  d'un  Irianjjle  rtctaiigle  sur  l'Iiypoténusc  divise  lo 
iiian^jle  en  deux  triangles  senil)laljlos,  ajoute,  sous  le  titre  de  coroUaiic. 
»  Il  suit  de  là  (jue  dans  un  triangle  rectangle  la  per|)endiculaire  menée  de 
)<  l'angle  droit  sur  la  hase  est  moyeniie  proportionnelle  entre  les  segments 
»  de  la  base,  et  que  chaque  côté  de  l'angle  droit  c^f  moyen  proportionnel 
■>    entre  la  hase  et  le  se-juient  qui  lui  est  contigu.  »  (  IÂ\.  \  I,  prop.  8.) 

\  la  suite  de  ce  projjlôine  :  «  Trouver  le  centre  d'un  (  crcle  »,  qui  (orme 
lu  I''"  prupusilion  tlu  l.i\rc  III,  on  ti'ouve  ce  corollaire  :  »  De  là  il  suit  évi- 
<)  demraent  (pic  ^i,  dan^  un  (nrcle,  une  corde  en  cou[)e  une  autre  en  deux 
jt  |>arlies  égides,  en  laihanl  avec  elle  deux  angles  droits,  le  centre  du  cercle 
"   est  i^acé  sur  la  covdc  sécante.  » 
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à  ce  nouveau  genre  de  propositions  qu'il  introduisait  dans 
la  Géométrie,   le   nom  même  des  corollaires   de  ses  Elé- 
ments. 

Mais  en  constatant  cette  analogie  partielle  et  secondaire 
entre  les  Porismes  et  les  corollaires,  répétons  qu'il  existe 
entre  les  deux  genres  de  propositions  une  différence  fonda- 
mentale. Les  corollaires,  qui  sont,  comme  leditProclus,un 
gain  trouvé  en  passant  et  dont  profite  le  géomètre,  diffè- 
rent, en  général,  des  théorèmes  qui  ont  procuré  ce  gain,  et 
sont  des  propositions  de  même  forme  5  tandis  que  les  Po- 
rismes, sous  une  autre  forme  qui  leur  est  propre,  ne  sont 
que  les  théorèmes  qui  les  ont  produits.  Ce  sont,  si  Ton  veut, 
des  corollaires,  mais  d'un  autre  ordre  que  les  corollaires 
proprement  dits. 

m.  —  Explication  de  la  seconde  définition  des  Porismes.  —  Accord  des 
deux  définitions.  —  Dans  quel  sens  il  faut  entendre  le  blâme  de  Pappus  à 
l'éfrard  de  la  seconde.  —  Origine  de  cette  définition. 

Pappus,  après  avoir  donné  la  définition  des  Porismes  des 
Anciens,  en  fait  connaître  une  seconde  introduite  plus  tard. 

11  dit  que  des  géomètres  modernes,  nonobstant  la  défini- 
lion  ancienne  et  les  propositions  mêmes,  donnèrent  des 
Porismes,  d'après  une  circonstance  particulière,  cette  défi- 
nition :  Ce  qui  constitue  le  Porisme  est  ce  qui  manque  à 
r hypothèse  d'un  théorème  local;  en  d'autres  termes  :  le 
Pônsnie  est  inférieur,  par  Vhypothèse^  au  théorème  local. 

Cette  brève  définition,  à  laquelle  Pappus  n'ajoute  aucun 
développement,  paraît  signifier  que  :  Quand  quelques  par- 
ties d'une  proposition  locale  n'ont  pas  dans  l'énoncé  de  la 
proposition  la  détermination,  de  grandeur  ou  de  position, 
qui  leur  est  propre  et  qui  se  trouverait  dans  l'énoncé  d'un 
théorème  local  proprement  dit,  cette  proposition  n'est  pas 
regardée  comme  un  théorème  et  devient  un  Porisme. 

Prenons  pour  excMiqde  cv.  théorème  local  déjà  ('ilé  : 
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Un  point  C  étant  donné  sur  le  diamètre  Ali  d'un  ceicle, 

si  ron  prend  un  second  point  D  tel,  que  Von  ait  ——  =  ——5 

les  distances  de  chaque  point  de  la  circonférence   à  ces 

deux  points  seront  entre  elles  dans  le  rapport  -—  • 

Que  l'on  n'indique  pas  la  position  du  point  D,  ni  la 
valeur  du  rapport  des  distances  de  chaque  point  de  la  cir- 
conférence aux  deux  points  C  et  D,  on  pourra  encore  ex- 
primer la  même  proposition,  mais  sous  un  énoncé  très- 
différent  qui  en  change  le  caractère,  savoir  : 

Un  point  C  étant  donné  sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle, 
on  pourra  trouver  un  second  point  D  et  une  raison  \  tels, 
que  le  rapport  des  distances  de  chaque  point  de  la  circon- 
férence  au  point  Q  et  à  ce  point  D  sera  égal  à  la  raison  X. 

C'est  là  un  Porisme  conforme  à  la  définition  des  Anciens, 
puisqu'il  faut  trouver  ce  qui  est  annoncé  comme  conséquence 
de  l'hypothèse,  savoir  la  position  du  point  D  et  la  valeur  de 
la  raison  A. 

Ce  Porisme  diffère  du  théorème  local  en  ce  que  ces 
deux  choses  qu'il  faut  trouver  sont  déterminées  de  position 
et  de  grandeur  dans  le  théorème. 

Il  satisfait  donc  à  la  seconde  définition  des  Porismes.  De 
sorte  que  les  deux  définitions  n'ont  rien  de  contradictoire. 

Cependant  Pappus  semble  dire  que  «  les  géomètres  mo- 
dernes qui  ont  introduit  dans  la  géométrie  leur  définition 
auraient  du  être  arrêlés  par  la  définition  ancienne  et  par  les 
propositions  mêmes.  » 

On  est  induit  à  conclure  de  ces  paroles  que  la  définition 
moderne  impliquait  quelque  idée  ou  qvielque  condition  que 
ne  comportait  pas  la  première.  Et,  en  effel,  Pappus  ajoute 
que  ((  cette  définition  est  fondée  sur  une  circonstance  acci- 
dentelle ))  ^  ce  qui  signifie  quelle  ne  s  appli(jue  qu'à  une 
classe  de  Porismes. 
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On  reconnaît  sans  difficulté  cette  circonstance  :  c'est  que 
la  définition  implique  l'idée  ou  la  condition  d'une  proposi- 
tion locale^  de  sorte  qu'elle  ne  s'applique  qu'aux  Porismes 
qui  se  rapportent  à  de  telles  propositions,  comme  les  Poris- 
mes I,  II,  III,  IV ,  V  précédents  (§  V),  et  qu'elle  exclut  con- 
séqucmment  un  grand  nombre  d'autres  Porismes,  comme 
les  VF  et  \  II' . 

C'est  ainsi  que  Simson  a  entendu  le  blâme  de  Pappus  el  le 
défaut  delà  définition  des  Modernes;  blâme  qu'il  approuve(i)  • 

Les  deux  définitions  des  Anciens  et  des  INlodernes  ne 
sont  donc  point  contradictoires,  à  part  le  défaut  de  généra- 
lité de  la  seconde. 

Cet  accord  devait  se  présumer.  Car  Pappus  ne  dit  pas  que. 
la  nouvelle  définition  fût  la  base  d'une  nouvelle  sorte  ou 
d'un  nouveau  genre  de  Porismes,  loin  delà  :  il  dit  formelle- 
ment, au  commencement  de  sa  Notice,  qu'on  n'a  pas  ajouté 
de  Porismes  nouveaux  à  ceux  d'Euclide.  La  définition  des 
Modernes  se  rapportait  donc  à  une  classe  des  Porismes 
d'Euclide,  et,  dans  celte  limite,  ne  pouvait  avoir  rien 
d'inexact  et  devait  s'accorder  avec  l'ancienne. 

Une  raison  bien  simple  a  pu  donner  lieu  à  la  nouvelle 
définition.  Quelques  géomètres,  voulant  traiter  succincte- 
ment, soit  dans  leurs  leçons,  soit  dans  leurs  livres,  de  la 
doctrine  des  Porismes,  auront  fait  un  choix  de  propositions 
appropriées  à  leur  enseignement  et  les  auront  prises  dans 
l'ouvrage  d'Euclide  parmi  celles  qui  se  rapportaient  aux 
lieux,  parce  (|ue  les  lieux  plans  (lieux  à  la  droite  et  au 
cercle)  formaient  les  premières  matières  cultivées  à  la  suite 
des  Éléments  proprement  dits.  Dès  lors  ces  géomètres  ont 


(i)  Ex  hisexeraplis  manifestum  est  multa  esse  l^orismala  qiuv  a  Tlieore- 
mate  Locali  hypothesi  deficiuiit,  alia  autem  qua>  ex  Locis  millatemis  pen- 
dent. Merito  igitur  juniores  Pappus  reprehendit,  quod  Porisma  ex  accidente 
deliniverunt,  ox  quadam  se.  rc  qua*  quihusdam  (juidein  non  omnibus  Poris- 
malibus  inest.  »  [Opéra  qun'dom,  etc.,  p.  .î/j/j.) 
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clù  approprier  la  définition  des  Porisnies  dune  manière 
précise  mais  restreinte,  à  celte  classe  particulière  de  Po- 
risnies qui  se  rapportent  aux  Lieux,  sans  être  nécessaire- 
ment eux-mêmes  des  Lieux.  Telle  nous  parait  être  l'origine 
de  cette  définition  dont  Pappus  a  fait  mention  pour  en  si- 
gnaler l'insuffisance. 

§  VII.  —  Analogie  entre  les  Porismes  et  les  Données  d'Euclide.  — 
Identité  d'origine  de  ces  deux  classes  de  Propositions.  —  Traité  des 
Connues  géométriques  du  géomètre  arabe  Hassan  bon  Ilaithem.  — 
Notice  de  Proclus  sur  les  Porismes.  —  Passae;es  de  Diophante. 

I.  —  Analogie  eotre  les  Porismes  et  les  Données. 

Il  existe  entre  les  Porismes  et  les  Données  une  analogie 
profonde,  à  laquelle  il  ne  paraît  pas  que  l'on  ait  fait  atten- 
tion, et  dont  cependant  il  nous  semble  qu'il  faut  se  pénétrer 
pour  entendre  dans  son  sens  primordial  et  le  plus  intime  la 
doctrine  des  Porisnies. 

Nous  trouvons  cette  analogie  sous  toutes  les  faces  que 
présente  la  question.  Elle  existe  non-seulement  dans  la 
pensée  d'où  dérivent  les  deux  classes  de  propositions, 
mais  aussi  dans  leur  but  commun  ,  dans  les  définitions 
qui  leur  sont  propres  et  dans  la  forme  même  de  leurs 
énoncés  (i).  Quelques  éclaircissements  vont  nous  en  con- 
vaincre. 

Les  Données  sont  des  propositions  dans  lesquelles  une 
ou  plusieurs  des  choses  dont  il  est  question  n'ont  pas,  dans 

(i)  Il  m'a  paru,  depuis  longtemps,  que  c'était  là  le  véritable  point  de  vue 
sous  lequel  il  fallait  considérer  les  Porismes.  Cette  opinion  se  trouve  dans 
V Aperçu  historique^  en  ces  termes  :  «  La  conception  des  Porismes  nous  pa- 
')  raît  dériver  de  celle  des  Données  :  telle  a  été,  selon  nous,  son  origine  dans 
»  l'esprit  d'Euclide.  —  Les  Porismes  étaient,  par  rapport  aux  propositions 
»  locales,  ce  que  les  Données  étaient  par  rapport  aux  simples  théorèmes  des 
»  Éléments.  De  sorte  que  les  Porismes  formaient  avec  les  Données  un  com- 
h  plément  des  Éléments  do  Géoméhic,  propre  à  faciliter  les  usages  de  ces 
•  Éléments  pour  la  résolution  des  proMèmcs.  »  {Af.'fnu,  etc.,  p.  '^,75.) 
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l'énoncé  de  la  proposiiion.,  la  détermination,  de  grandeur 
ou  de  position,  qui  leur  est  propre  en  vertu  de  l'hypothèse, 
délerininalion  qui  se  trouverait  dans  Fénoncé  d'un  théo- 
rème proprement  dit. 

La  proposition  consiste  à  affirmer  que  cette  détermina- 
tion est  comprise  implicitement  dans  l'hypothèse ,  qu'elle 
en  est  une  conséquence  nécessaire  et  qu'on  peut  l'eflectuer. 
C'est  ce  qu'Euclide  exprime  en  disant  que  la  chose  annôn- 
cée  est  donnée  j  il  faut  eniendrc  est  donnée  virtuellement, 
c'est-à-dire  est  comprise  implicitement  dans  Fliypothèse  et 
peut  s'en  déduire. 

Par  exemple,  prenons  la  pioposition  6  du  livre  des  Don- 
nées, que  nous  exprimerons  ainsi  en  langage  moderne  : 

Si  deux  grandeurs  a  et  b  ont  entre  elles  une  raison 
donnée  1,  la  grandeur  composée  des  deux  aura  av'ec  cha- 
cune déciles  une  raison  donnée. 

SiEuclideeût  voulu  fairede  cette  proposition  un  théorème 

proprement  dit,  il  aurait  indiqué  dans  l'énoncé  la  valeur  de 

la  raison  de  la  somme  [a-\-h)  à  chacune  des  deux  grandeurs 

,              .        /  -f-  I               a  +  b        .   /  -i     ,      X               a  -^b 
a  et  ^,  savojr  :  — —  pour  -,  et  (/  -f-  i)  pour  — 

D'après  ces  remarques,  on  peut  dire  que  les  proposi- 
tions appelées  Données  par  Euclide  étaient  des  théorèmes 
non  complets^  en  ce  qu'il  y  manquait  la  détermination,  en 
grandeur  ou  en  position ,  de  certaines  choses  annoncées 
comme  conséquence  de  riiypolhèse. 

Ce  caractère  spécial  des  Données  est  accusé  par  la  forme 
même  de  leurs  énoncés  qui  se  terminent  toujours,  comme 
dans  l'exemple  ci-dessus,  par  cette  affirmation,  que  telle 
chose  est  donnée. 

Les  Porismes  peuvent  aussi  être  considérés  comme  des 
théorèmes  non  complets.  Car  la  détermination  des  choses 
qu'on  demande  de  trouver  complétera  le  théorème,  c'est-à- 
dire  qu  on  obtiendra  une  })ropo;-.ition  dans  lacjuelle  toutes 
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choses  auront  la  détermination,  de  grandeur  ei  de  jwsilion, 
qui  leur  appartient. 

Les  Porisnies  ont  encore  avec  les  Données  une  autre 
analogie  manifeste.  C'est  la  forme  de  leurs  énoncés,  où  il  est 
toujours  dit  que  telles  choses  sont  données  de  grandeur  ou 
de  position. 

Cette  forme  se  trouve  dans  les  Lieux  plans  d'Apollo- 
nius dont  Pappus  nous  a  conservé  les  énoncés  et  qui  sont 
des  Porismes,  comme  il  le  dit  expressément  :  elle  se  trouve 
dans  le  Porisme  complet,  énoncé  le  premier  de  ceux  qui  se 
rapportent  au  P'  livre  d'Euclide,  lequel  n'est  pas  un  lieu^ 
et  semble  présenter,  à  beaucoup  d'égards ,  le  type  général 
des  Porismes.  On  reconnaît  la  même  forme  technique  dans 
tous  les  autres  énoncés  de  Porismes  donnés  par  Pappus, 
bien  que  ces  énoncés  concis  n'expriment  que  les  consé- 
quences d'hypothèses  sous-entendues  (i).  ^ 

Ainsi  il  ne  peut  exister  aucun  doute  sur  l'identité 
de  contcxture  des  énoncés  tant  des  Porisnies  que  des 
Données. 

Enfin  la  définition  ancienne  des  Porisnies  convient 
aux  Données^  puisque  dans  celles-ci,  comme  dans  les  Po- 
rismes, l'objet  de  la  proposition  est  do  trouver  ce  qui  est 
annonce. 

Ces  considérations  concourent  toutes  à  nous  autoriser  à 
regarder  les  Porismes  comme  dérivant,  dans  l'esprit  d'Eu- 
clide, de  la  conception  même  des  Données. 

Ce  genre  de  théorèmes  non  complets.,  comme  nous  l'a- 
vons dit,  n'est  appliqué  dans  le  livre  des  Données  qu'aux 
théorèmes  ordinaires  tels  que  ceux  des  Éléments.  Euclide  a 
voulu  l'étendre,  dans  les  Porismes,  aux  propositions  loca- 
les, et  plus  généralement  aux  propositions  où  l'on  considère^ 


(i)  On   li«)uv«'    los    inôïuos   Tormos   <r«'nonr«'s    dans   (l«»s  pniiposilions   d<- 
iioinbn's  appelées  Pori.'.in.s  |>ai  l>i(>|thaiilo,  (••mine  whi>  \r  iliions  plus  loin. 
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d(;s  clioses  variables  suivant  une  niôinc  loi ,  comme,  par 
exemple,  des  droites  qui  passent  par  un  même  point,  ou  qui 
enveloppent  un  cercle  ou  une  autre  courbe. 

II. —  Traité  des  Connues  {jéométriques  d'Hassan  ben  Haiihem. 

Les  mathématiques  arabes  novis  ollrent  à  ce  sujet  un  do- 
«ument  d'un  grand  intérêt,  qui  prouve  qu'en  eilet  à  une  cer- 
laine  époque  on  a  considéré  les  DonnéeSy  les  Lieux  et  les 
Poristnes  comme  formant  un  même  genre  de  propositions 
qu'on  pouvait  réunir  sous  un  même  titre.  Du  moins,  il 
existe  un  ouvrage  arabe  intitulé  :  Traité  des  Connues  g('0- 
uiétriques  f  qui  est  un  recueil  de  propositions  ayant  toutes 
la  même  forme  d'énoncés,  et  qui  sont  des  Données  propre- 
ment dites,  des  Lieux  ou  des  Poristnes.  Seulement  le  terme 
(îonné^  employé  par  les  Grecs  dans  ces  trois  genres  de  pro- 
positions, est  remplacé  dans  cet  ouvrage  par  celui  de  connu. 

Ainsi,  Ton  y  lit  que  telle  àro'ïic  csl  connue  de  grandeur 
et  de  position^  que  tel  point  (variable)  est  sur  un  cercle  connu 
de  grandeur  et  de  position  ;  que  le  rapport  de  telle  droile 
(variable)  à  telle  autre,  ou  de  tel  rectangle  (variable)  à  tel 
carré,  est  un  rapport  connu,  etc.^  propositions  qui  manifes- 
tement sont  ou  àcsdomwes  comme  celles  d'Ruclide,  ou  des 
lieux  comme  ceux  d'Apollonius,  ou  des  Porisnics  comme 
ceux  d'Euclide  d'après  le  sens  que  nous  avons  attribué  à  la 
Notice  de  Pappus ,  conformément  au  sentiment  de  Sim- 
son  (i). 

Le  titre  unique  de  Connues  géométriques  appliqué  pai 
l'auteur  à  ces  trois  classes  de  propositions  ([ue  les  Grecs 
distinguaient  sous  les  trois  noms  diilérents  de  Données, 
LJeux  et  Porismes,  prouve  qu'il  les  coui-idérait  toutes  tiois 


(i)  Nous  donnons  plus  loin  les  énoncés  mêmes  de  quatre  proposiiioiis  du 
Livre  des  Connues  f^i'omêlriqut's,  dans  lesquelles  nous  reconnaissons  des  l'o- 
rismes. 
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oonime   étant   du   même  genre  ou  dérivant  d'une    même 
idée  (i). 

Cet  ouvrage  arabe,  dont  on  doit  la  connaissance  et  la  tra- 
duction au  savant  orientaliste  M.  L.  A.  Sédillot,  est  du  géo- 
mètre et  astronome  Hassan  ben  Haithem,  qui  florissaitvers 
l'an  1009  et  mourut  au  Caire  en  io38  (2). 

III.  —  Délinition  des  Porismes  tirée  de  Proclus. 

Deux  autres  faits  qui  ont  de  l'analogie  avec  celui  que 
vient  de  nous  offrir  le  Traité  des  Connues  géométriques^  et 
que  nous  puisons  chez  les  (irers  mêmes,  dans  Diophanle 
et  dans  Proclus,  contribueront  encore  à  corroborer  notre 
sentiment  sur  l'origine  des  Porismes  et  leur  analogie  avec 
les  Données. 

Ciloiis  d'abord  Proclus,  dont  le  texte  que  nous  avons  à 
invoquer  est  bien  connu,  mais  a  toujours  paru  fort  obscur' 
et  n'a  pas  été  entendu  dans  le  sens  que  nous  devons  lui 
donner. 

Il  s'agit  de  la  Notice  sur  les  Porismes  d'Euclide,  que  le 
célèbre  philosophe  platonicien  a  insérée  dans  son  commen- 
taire sur  le  F"^  Livre  deà  Éléments.  11  dit  que  ces  Porismes 
sont  un  genre  de  propositions  où  il  y  a  quelque  chose  à  trou- 
ver, et  qui  n'ont  pas  pour  objet,  cependant,  ni  une  simple 
construction,  ni  une  simple  démonstration. 


(1)  Il  est  permis  d'espérer  que  si  enfin  l'on  explorait  les  manuscrits  ara- 
bes qui  existent  encore  en  grand  nombre  dans  plusieurs  grands  dépôts, 
notamment  dans  la  bibliothèque  de  l'Escurial,  on  trouverait  dans  d'autres 
ouvra{jes,  comme  dans  celui  de  Hassan  ben  Hailhem,  des  traces  de  la  doc- 
trine des  Porismes  qui  seraient  d'un  véritable  intérêt.  On  ne  doutera  pas, 
en  effet,  que  les  manuscrits  sur  lesquels  Casiri  a  donné  des  notices  précieuses 
dans  son  grand  ouvrage  ( /î/fc//t>/^eca  arabico-hispana  Escurialensis)  ne  puis- 
sent contenir  souvent  plusieurs  autres  pièces  conl'ondues  sans  titres  distincts, 
et  que  ce  savant  auteur  n'a  pas  décrites. 

(2)  V.  Nouveau  journal  asiatique;  mai  i834.  Et  Matériaux  pour  sert'ir  à 
rhistoirc  comparée  des  sciences  mathématiques  chez  les  Grecs  et  les  Orien- 
taux. Paris,  1845,  t.  l«'',  p.  378-/100. 
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11  revient  plus  loin  sur  la  même  idée  en  ajoutant  que  les 
Porismes  tiennent,  en  quelque  sorte,  le  milieu  en  lie  les 
problèmes  et  les  théorèmes^  qu'en  effet  il  ne  s'agit  pas,  dans 
ces  propositions,  de  clioses  que  l'on  ait  à  construire  ou  à 
considérer  théoriquement,  mais  de  clioses  qu'il  faut  prendre 
et  montrer  aux  yeux  ;  c'est-à-dire  dont  il  faut  déterminer 
la  manière  d'être,  telle  que  la  position  ou  la  grandeur. 

On  peut  reconnaître,  nonobstant  la  concision  et  l'obscu- 
rité de  cette  sorte  de  définition,  qu'elle  concorde  avec  celle 
des  Anciens  rapportée  par  Pappus  et  entendue  dans  le  sens 
bien  défini  que  nous  lui  avons  donné.  Cet  accord  forme 
déjà  une  présomption  favorable  à  notre  système  sur  la  doc- 
trine des  Porismes. 

Mais  ce  qui  nous  parait  surtout  offrir  de  l'intérêt  ici, 
c'est  que  Proclus  cite,  comme  exemples  de  Porismes.  deux 
.propositions  sous  forme  de  problèmes,  lesquelles  ne  sont 
que  de  simples  données^  car  les  voici  :  Un  cercle  étant 
donné,  tromper  son  centre.  Deux  grandeurs  comniensu- 
rables  étant  données  ^  trouver  leur  plus  grande  commune 
mesure. 

Il  est  évident  que  dans  chacune  de  ces  questions,  la  chose 
demandée  est  une  conséquence  implicite  de  l'hypothèse; 
ce  qui  est  le  caractère  des  Données.  Or  il  n'y  a  rien  de  va- 
riable dans  ces  propositions  -,  elles  sont  donc  de  celles  qui  ap- 
partiennentà  la  classe  des  Données  proprement  dites.  Ainsi 
quand  Proclus  les  cite  comme  exemples  des  Porismes  d'Eu- 
clide,  on  doit  nécessairement  en  conclure  qu'il  a  considéré 
ces  Porismes  comme  des  propositions  du  même  genre  que 
les  Données^  de  même  que  l'a  fait,  5oo  à  600  ans  plus  tard, 
le  géomètre  arabe  Hassan  ben  Haithem. 

C'est  surtout  le  rapprochement  entre  ces  deux  faits  qui 
nous  a  mis  sur  la  voie  de  l'explication  qui  nous  semble 
maintenant  si  naturelle,  du  passage  de  Proclus  dont  l'inter- 
prétation  avait  toujours  paru  fort  difficile. 
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IV.  —  Porismes  cités  par  Diophante, 


Diophanle  ne  parle  pas  expressément  des  Porismes, 
comme  Proclus,  et  n'a  pas  à  les  délînir.  Mais  il  cite  dans  ses 
Questions  arithmétiques,  sous  le  titre  de  Porismes^  des 
propositions  extraites  d'un  ouvrage,  apparemment  d'un 
Recueil  (Je  Porismes^  qui  ne  nous  est  pas  parvenu. 

Ces  propositions,  auxquelles  je  crois  que  l'on  n'avait 
jamais  fait  attention,  du  moins  à  titre  de  Porismes  dans  le 
sens  d'Euclidc,  avant  que  nous  les  eussions  signalées  dans 
V  Aperçu  historique,  se  rapportent  aux  propriétés  des 
nombres^  et  ce  qui  a  de  l'inléret  ici,  c'est  que,  sous  le  nom 
de  Porismes,  elles  ont  dans  leurs  énoncés  la  forme  des 
Données,  la  même  que  nous  attribuons  aux  Porismes. 

Faisons  remarquer  d'abord,  d'une  manière  générale, 
qu'effectivement  la  plupart  des  propositions  de  la  théorie 
des  nombres  peuvent  être  considérées  comme  des  Données. 
Car  elles  expriment  que  telle  fonction  de  tels  nombres,  ou 
telle  relation  entre  tels  nombres,  donne  lieu  à  telle  autre 
relation  -,  en  d'autres  termes,  que  telle  relation  est  une 
conséquence  implicite  de  telle  autre. 

Par  exemple  l'identité 

si  on  l'énonce  textuellement,  sera  un  théorème  propre- 
ment dit,  ou  théorème  complet.  Mais  si,  sans  préciser  la 
composition  des  deux  carrés  qui  forment  le  second  mem- 
bre, on  dit  simplement  que  :  Le  produit  de  la  somme  de 
deux  carrés  par  la  somme  de  deux  autres  carrés  s'ex- 
prime  de  deux  manières  par  la  somme  de  deux  carrés,  cet 
énoncé  aura  une  certaine  analogie  avec  ceux  des  Données. 

Il  en  est  de  même  des  propositions  suivantes  ; 

Le  produit  de  deux  nomhres  donnés  s'exprime  par  la 
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ilijjèvcnce  des  carres  de  deux  autres  nombres,  divisée  par  /\. 

Tout  nombre  premier  de  la  forme  4 1^  H-  »  s'exprime  par 
la  somme  de  deux  carrés. 

Le  produit  de  la  somme  de  quatre  carrés  par  la  somme 
de  quatre  autres  carrés  s  exprime  par  la  somme  de  quatre 
carrés. 

Etc.,  etc. 

Toutes  ces  propositions  sont  des  théorèmes  non  com- 
plets, dans  le  sens  que  nous  entendons,  de  même  que  les 
Données  et  les  Porismes. 

Revenons  aux  Porismes  cités  par  Diophanle.  Ils  se  trou- 
vent dans  les  Questions  III,  V  et  XIX  du  \  "^  Livre. 

On  lit  dans  la  Question  III  :  «  Puisqu'on  a  dans  les 
»  Porismes  :  Si  deux  nombres  sont  tels,  que  chacun  d^eux 
))  augmenté  d'un  même  nombre  donné  soit  un  carré  et 
»  que  leur  produit  augmenté  du  même  nombre  soit  aussi 
»  un  carrée  ces  nombres  proviennent  de  deux  carrés 
»   consécutij's.  » 

C'est-à-dire  que  G  étant  un  nombre  donné,  si  deux  autres 
nombres  A,  B,  sont  tels,  qu'on  ait 

A  +  G  =  carré, 

B-f-G  =  carrc, 

AB  -I-  G  =  carré, 

les  deux  nombres  A,  B  proviennent  de  deux  carrés  consé- 
cutifs. 

En  effet,  prenant  arbitrairement  un  nombre  a  tel,  (|ue  a* 
soit  ^  G,  il  suffit  de  prendre  ensuite  A  =  a"  —  G  et 
B  =  (a  H-i)^  —  G.  Car  il  en  résulte 

A-t-G=  a%      B-t-G—  (a  -{-  i)% 
AB-}-G=  [a{a-\-i)—G]\ 

Ici  est  le  sens  (juc  cninixn  ir  I  cnniicc  de  Dioplianlc,  qui 
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de  nos  jours  peut  paraître  quelque  peu  obscur,  puisqu'il  n'y 
est  pas  dit  comment  les  nombres  proviennent  ou  sont  formés 
de  deux  carrés  consécutifs. 

Si  cet  énoncé  ne  présente  pas  au  premier  aspect  une  ana- 
logie suffisante  avec  les  Données,  on  voit  aussitôt  que  la 
proposition,  tout  en  restant  la  même,  reçoit  le  caractère 
d'une  Donnée  ou  d'un  Porisnie^  en  admettant  l'énoncé  sui- 
vant :  Deux  carrés  consécutifs  étant  donnés,  ainsi  qu'un 
nombre,  on  peut  trousser  deux  autres  nombres  tels,  que 
chacun  d'eux  et  leur  produit,  auginenlés  du  nombre 
donné,  soient  des  carrés. 

Dans  la  Question  V,  Diophanle  dit  :  «  On  a  encore  dans 
»  les  Porismes  :  Etant  donnés  deux  nombres  carrés  co/t- 
»  sécutifs,  on  peut  trouver  un  troisième  nondtre  égal  au 
»  double  de  la  somme  de  ces  deux  premiers  plus  i,  tel, 
M  que  le  produit  de  deux  de  ces  nombres  augmenté^  soit  de 
»  la  somme  des  deux  mêmes,  soit  du  troisième  nombre, 
»  fasse  un  carré.  )> 

C'est-à-dire  que  si  A  et  13  sont  deux  carrés  consécutifs  et 
qu'on  forme  le  nombre  C  =  2(A-f-B)-t-2,  chacun  des  six 
autres  nombres 

[AB-f-(A  +  B)],  [AB-f-C]^ 
[AC-h(A-f-C)],  [AC-i-B], 
[BC-h(B4-C)],     [BC-+-A], 

sera  un  carré. 

Cet  énoncé  constitue  un  théorème  non  complet,  puis- 
qu'on n'y  donne  pas  la  forme  des  six  carrés  dont  on  annonce 
l'existence. 

Cette  proposition  a  donc  de  l'analogie  avec  les  Données 
et  les  Poi'ismes,  comme  les  précédentes. 

Il  en  est  de  même  encore  de  la  proposition  suivante, qu'on 
trouve  dans  la  Question  XJX  :  u  Nous  avons  dans  les  Po- 
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n  risines  :  La  difféiencc  de  deux  cubes  est  égale  à  la 
»   somme  de  deux  autres  cubes.  » 

Ces  propositions  ne  sont  pas  les  senles  de  leur  genre  que 
renferme  l'ouvrage  de  Diophanle  \  on  en  trouve  de  sembla- 
bles dans  diverses  autres  Questions,  sans  que  Fauteur  an- 
nonce (ju' elles  soient  prises  du  Recueil  des  Porisnies. 

Par  exemple  : 

(c  Le  pioduit  des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs, 
»  plus  la  somme  de  ces  deux  carrés,  fait  un  nombre  carré  » 
(Question  X\  II  du  Livre  III).  C'est  le  premier  cas  de  lu 
proposition  citée  comme  Poiisme  dans  la  Question  \  . 

»  Si  un  nombre  est  le  quadruple  moins  i  d'un  autre, 
))  celui-ci,  plus  le  produit  des  deux  nombres,  fait  un  carr<' 
w    (Question  XX  du  même  Livre). 

»  Le  carré  de  la  différence  de  deux  nombres,  plus  le  qua- 
»  druple  de  leur  produit,  est  un  carré  (Question  XX  du 
))   Livre  ï\  ). 

))  Tout  nombre  triangulaire  multiplié  par  8  et  augmenté 
))   de  Tunité  fait  un  carré  (Question  XLIV  du  même  Livre). 

»  Deux  nombres  dont  l'un  est  double  de  l'autre  étant 
»  donnés,  le  double  de  leur  produit  est  un  carré,  et  ce  dou- 
))  ble  produit  moins  la  diiférence  des  carrés  des  deux  nom- 
))  bres  forme  aussi  un  carré  (Question  XII  du  LivreVI).    » 

Ainsi,  nous  pouvons  dire  qu'il  existait  au  temps  de  Dio- 
phante,  outre  ses  célèbres  Questions  arùhnw.tiques ,  dont 
il  ne  nous  reste  que  six  livres  sur  douze,  un  autre  ouvrage 
sur  le  même  sujet,  recueil  de  propositions  sur  la  théorie 
des  nombres,  que  Diophante  appelle  Poiismesj  que  ces 
propositions  étaient  des  théorèmes  non  complets,  dans 
lesquels  il  restait  à  trouver  l'expression  ou  la  valeur  des 
choses  annoncées,  comme  dans  les  Donné(?s^  (]ue,  puisque 
Diophante  les  appelle  Porisnies,  on  est  induit  à  penser 
que,  sans  être  les  mêmes  que  les  Porisnies  géométri(jues 
d  Euclide,   ils  appartenaient   au  même  genre  de  proposi- 
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tions,  ayant  les  uns  et  les  antres  le  même  caractère  pro- 
pre^ que  les  Porismes  d'Euclide  étaient  donc  aussi  des 
tliéorèmes  non  complets  et  semblables  dans  leur  forme  aux 
Données,  ainsi  que  nous  pensons  l'avoir  déjà  prouvé  par 
d'autres  considérations. 

En  résumé,  les  passages  de  Diophante  nous  paraissent 
fournir  un  nouvel  arii^ument'  en  faveur  de  notre  système  sur 
la  doctrine  des  Porismes  (i). 


y.  r—  Propositions  du  Traité  des  Connues  f;éon}élri(]UPs  de  Hassan  l)en  Haithoin 
conformes  aux  Porismes. 


Proposition  XMII.  Lorsque  fieiix  cercles  connus  de 
grandeur  et  de  position  sont  tangents,  et  que  l'un  est 
dans  P intérieur  de  P autre ^  si  Ion  mène  une  droite  qui 
coupe  les  deux  cercles  d'une  manière  quelconque,  le  pro- 
duit des  segments  J'aits  par  un  point  du  petit  cercle  sur  la 
partie  de  cette  droite  comprise  dans  le  grand  cercle  est  au 
carré  de  la  droite  menée  du  point  du  petit  cercle  au  point 
de  tangence  des  deux  cercles,  dans  un  rapport  connu. 

Proposition  XIX.  Lorsque  deux  cercles  connus  sont 
tangents  et  que  l'un  est  dans  l'intérieur  de  l'autre,  si  l'on 
mène  au  petit  cercle  une  tangente  dont  l'extrémité  (autre 
que  le  point  de  tangence)  soit  à  la  circonjérence  du 
grand  cercle,  et  quoii  joigne  par  une  ligne  droite  cette 
extrémité  au  point  de  tangence  des  deux  cercles,  le  rap- 


(i)  On  sait  que  les  Arabes  ont  travaillé  sur  l'analyse  indéterminée  d'après 
Diophante,  dont  ils  ont  traduit  et  commcrilé  les  Questions  arithmëticjues. 
On  doit  croire  qu'ils  ont  aussi  connu  le  Recueil  de  Porismes,  qu'il  fût  de 
Diophante  lui-même  ou  d'un  autre  auteur  {îrec.  Il  est  donc  permis  de  penser 
qu'on  pourra  retrouver  un  jour  quelques  traces  de  cet  ouvrage.  Nous  serions 
heureux  que  l'espoir  d'une  découverte  aussi  précieuse,  aussi  importante 
pour  l'histoire  des  mathématiques,  pût  faire  entreprendre  quelques  recher- 
ches dans  les  manuscrits  arabes,  recherches  qui,  du  reste,  conduiraient  in- 
failliblement à  beaucoup  d'autres  découvertes. 

4- 


(  S2  ) 
f)ort  de  cette  dernière  ligne  à  la  tangente  est  un  rapport 
coinui. 

Proposition  XXI.  Lorsque  deux  cercles  connus  sont 
tangents  et  que  Vun  des  deux  est  dans  V intérieur  de  V au- 
tre, si  Von  mène  du  point  de  tangence  le  diamètre  com- 
mun aux  deux  cercles,  et  que  par  le  point  oii  ce  diamèt/a 
coupe  le  petit  on  mène  une  droite  qui  coupe  le  petit  cercle 
en  un  second  point,  celte  droite  [terminée  au  grand  cercle) 
sera  diwisée,  en  ce  points  en  deux  parties  telles^  que  le 
produit  de  ces  deux  parties  plus  un  carré  (connu)  sera  au 
carié  de  la  partie  comprise  dans  le  petit  cercle^  dans  un 
rapport  connu. 

Proposition  XXII.  Lorsque  dans  ufi  cercle  connu  de 
grandeur  et  de  position  on  mène  un  diamètre  connu  de 
position  et  que  sur  ce  diamètre  on  prend  deux  points  éga- 
lement éloignés  du  centre^  si  de  ces  points  on  mène  deux 
lignes  qui  se  rencontrent  en  un  point  de  la  circonférence 
du  cercle,  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  lignes  sera 
connue. 

,  VI.  —  Passujjes  de  Proclus  relatifs  aux  Porismes. 

Ej^trait  du  Commentaire  relatif  à  la  I'"  Proposition  des  Eléments   d'Euclide. 

<(  Porisme  se  dit  de  certains  problèmes  comme  les  Po- 
w  rismes  d'Euclide.  Mais  il  se  dit  plus  particulièrement  , 
))  lorsque,  des  choses  qui  viennent  d'être  démontrées,  surgit 
»  quelque  théorème  que  nous  n'avions  point  eu  en  vue,  et 
»  que  pour  cela  on  a  appelé  Porisme,  comme  une  sorte  de 
))  gain  qui  s'ajoute  à  ce  que  Ton  s'était  proposé  de  démon- 
))   trer .  » 

Extrait  du  Conmientaire  relatif  à  la  Proposition  XV  d'Euclide. 

))  Porisme  est  un  des  termes  de  la  géométrie  :  mais  il  a 
»   deux  significations.  Car  on  appel  h*  Porismcs  les  ihéorè- 
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»  Jiicvs  qui  lésuheiitde  la  dëaioiisliation d  autres  lliéoiènics 
»  «îomiiic  un  i^aiii  inattendu  et  dont  ])rotite  le  géomètre  :  et 
»  on  appelle  aussi  Poiismes  des  propositions  qui  n'ont  pas 
»  pour  oh  jet  ni  une  simple  construction,  ni  une  simple 
0    démonstration  y  mais  oii  il  faut  trouver  (pieUjue  chose. 

»  Qu'on  démontre  que  dans  les  triangles  isocèles  les 
')  angles  à  la  bas(;  sont  égaux,  on  acquerra  la  connaissance 
)   de  ce  qui  est. 

»)  Qu'on  divise  un  angle  en  deux  parties  égales,  ou  cju  on 
»  construise  un  tiiangle,  ou  qu'on  ajoute  ou  retraiielie  une 
»   ligne,  tout  cela  demande  une  lonstruction. 

»  Mais  {|u'il  s'agisse  de  trouver  le  centre  d'un  cercle 
»  donné,  ou  la  plus  grande  mesure  commune  à  deux  gran- 
))  deurs  commensurables  données,  toutes  les  questions  de 
M  ce  genre  tiennent  en  quelque  sorte  le  milieu  entre  les 
i)  Problèmes  et  les  Théorèmes.  En  effet,  il  ne  s'agit  pas 
»  là  rie  la  construction,  ni  de  la  considération  purement 
))  théorique  de  choses  cherchées,  mais  de  leur  acquisition  : 
))  car  il  faut  les  présenter  à  la  vue,  les  mettre  sous  les 
»  yeux.  Tels  sont  les  Porismes  composés  par  Euclide  et 
1)  ([u'il  a  réunis  dans  ses  Livres  de  Porismes.  ]\Iais  nous  ne 
•)   dirons  rien  ici  des  Porismes  de  cette  espèce. 

»  Quant  aux  Porismes  qui  se  trouvent  dans  les  Eléments 
>)  d'Euclide,  ils  se  présentent  comme  consécpiences  des 
)»  démonslrations  d'autres  théorèmes,  quoiqu'ils  n'aient  pas 
j    été  le  sujet  de  ces  démonstrations » 

Ce  qui  suit  se  rapporte  aux  corollaires  des  Eléments 
d'Euclide. 

v^  VUl.  —  Nouvelle  délinilion  des  Porismes.  KJentilé  de  ces  |>iopo- 
sitions,  quant  à  leur  forme,  avec  la  plupiirl  des  propositions  de  la 
(iéométric  moderne. 

I. 
l)  après  ce  (|ui  précède  (^  \  II,  i),  les  Porism(!S  sont  des 


/' 


(54) 

Données  qui  se  rapportent  à  des  propositions  où  l'on  con- 
sidère une  infinité  de  choses  variables  suivant  une  certaine 
loi,  comme  dans  les  propositions  locales. 

Mais  les  Données,  n'étant  plus  en  usage  sous  leur  pro- 
pre nom,  demanderaient  elles-mêmes  une  définition.  11 
sera  donc  plus  simple  et  plus  conforme  à  l'essence  des 
choses  de  définir  directement  les  Porisnies  ^  d'après  leur 
caractère  propre  et  abstraction  faite  de  l'idée  primitive  de 
Donnée. 

Nous  reportant  au  sens  bien  défini  que  nous  avons  attri- 
bué à  l'expression  de  théorème  non  complet,  nous  dirons 
que  : 

Les  Porismes  sont  des  théorèmes  non  complets,  expri- 
mant certaines  relations  entre  des  choses  variables  sui- 
i^ant  une  loi  commune;  relations  indiquées  dans  l'énoncé 
du  Porisme,  mais  qu'il  faut  compléter  par  la  détermi- 
nation, de  grandeur  ou  de  position,  de  certaines  choses  qui 
sont  la  conséquence  de  Thypothèse,  et  qui  seraient  déter- 
minées dans  l'énoncé  d'un  théorème  proprement  dit  ou 
théorème  complet. 

S'il  ne  fallait  pas  introduire  dans  la  définition  des  Po- 
rismes, pour  les  distinguer  des  Données,  la  condition  d'une 
infinité  de  choses  variables,  comme  dans  les  Lieux,  on 
pourrait  dire  simplement  que  :  Le  Porisme  est  une  proposi- 
tion^dans  laquelle  on  énonce  une  vérité,  en  affirmant  quon 
peut  toujours  tromper  certaines  choses  qui  la  complètent. 

II. 

On  ne  peut  manquer  de  remarquer  que  cette  forme  de 
théorèmes  non  complets  tend  à  devenir  le  caractère  le  plus 
général  des  propositions  dans  beaucoup  de  parties  des  Ma- 
thématiques acluelles^  qu'il  y  a  donc  à  cet  égard  une  ana- 
logie incontestable,  qu'on  était  loin  de  soupçonner,  entre 
les  Porismes  d'Euclide  cl  la  plupart  de  nos  propositions 


modernes.  Quelques  exemples   vont  iiK'lue  (  elle  analogie 
en  parfalle  évidcnee. 

Soit  celte  proposition  :  Si  Ion  prend  sur  le  diamètre 
d'un  cercle  deux  points  gui  divisent  ce  diamètre  harmoni- 
quemefit,  le  rapport  des  distances  de  chaque  point  de  la 
circotiférence  à  ces  deux  points  sera  constant. 

Que  Ton  dise  que  ctî  rapport  est  donné,  ce  tpii  ici  signi- 
liera  la  même  chose  que  constant,  on  énoncera  un  Porisme 
dans  le  style  même  d  Enclide. 

Pour  que  la  proposition  fût  un  théorème  proprement 
dit,  comme  ceux  que  Ton  trouve  dans  les  Eléments  d'Eu- 
clide,  dans  les  Coniques  d'Apollonius  et  dans  les  ouvrages 
d'Archimède,  il  faudrait  faire  connaître  dans  l'énoncé 
niêun;  la  valeur  de  cv.  rapport  constant  et  dire  qu'il  est 
égal  au  rapport  des  dislances  des  deux  points  à  l'une  des 
extrémités  du  diamètre  sur  lequel  ces  points  sont  situés  (i). 

Dans  un  cercle,  l angle  sous  lequel  on  "voit,  du  ceJitrc^ 
la  partie  de  chaque  tangente  comprise  entre  deux  tan- 
gentes fixes,  est  constant. 

Qu'on  dise  est  donné.,  ce  sera  un  Porisme. 

Mais  que  Ion  dise  que  cet  angle  est  égal  à  celui  que  le 
.rayon  mené  au  point  de  contact  d'une  des  deux  tangentes 
fixes  fait  avec  la  droite  menée  du  centre  au  point  de  ren- 
contre de  ces  deux  tangentes,  on  énoncera  un  théorème 
proprement  dit  ou  complet. 

Dans  r hyperbole  le  produit  des  segments  quune  tan-^' 
gentefait  sur  les  asymptotes  est  constant . 

Qu'on  dise  est  donné,  on  reconnaîtra  aussitôt  un  Po- 
risme. Mais  que  l'on  dise  que  ce  produit  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  deux  demi-axes  de  la  courbe,  on  énoncera 
un  théorème. 

La  Géométrie  moderne  odVe  une  foule  d'exemples  sem- 


(i)  V.  r.comrtrir  d<    l.rr,r,n!i,-  :  I.iv.  III,  pioj..  XX\IV 
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blables  de  théorèmes  non  complets^  qui  sont  de  véritables 
Porismes  selon  la  conception  d'Euclide ,  sinon  en  apparence 
à  canse  des  diiîérences  de  style,  du  moins  par  la  nature 
même  de  la  proposition  où  Von  a  à  démontrer  V existence 
d'une  chose  annoncée^  et  à  trousser  (sans  invention)  la 
manière  d'être^  telle  que  la  grandeur  ou  la  position^  de 
cette  chose  (i). 

Ce  qui  précède  nous  parait  donner  une  idée  bien  nette 
de  la  doctrine  des  Porismes,  et  le  véritable  mol  de  cette 
énigme  qui  depuis  si  longtemps  occupe  les  géomètres. 

Nous  y  trouvons  aussi  l'explication  d'un  point  assez  em- 
barrassant de  l'histoire  des  Mathématiques  :  cet  ouvrage 
qui,  selon  Pappus,  renfermait  une  foule  d'aperçus  féconds, 
utiles  et  presque  nécessaires  pour  la  culture  de  la  (}éomé- 
trie,  aurait  disparu  sans  que  rien  en  eût  remplacé  les  théo- 
ries dans  la  science,  de  sorte  que  de  nos  jours  il  y  serait 
absolument  étranger. 

Bien  loin  de  là  :  l'ouvrage  d'Euclide  n'est  nullement 
étranger  à  nos  Mathématiques.  Au  contraire  il  semble 
qu'elles  en  aient  reçu  l'influence,  je  ne  dis  pas  quant  à 
leur  origine,  le  livre  était  perdu,  mais  quant  à  leur  forme 
actuelle;  et  en  réalité  nous  faisons  journellement  des  Po- 
rismes, à  notre  insu. 

Cette  forme  de  nos  propositions,  que  nous  pouvons  dire 
non  complètes,  eu  égard  aux  théorèmes  des  Anciens,  et 
([ui  se  trouvent  ainsi  débarrassées  de  déterminations  par- 
fois compliquées  et  sans  utilité,  nous  paraît  être  un  progrès 
réel  :  caria  science  y  trouve  un  degré  de  simplicité  et  d'abs- 
iraction  qui  facilite  le  raisonnement  et  la  combinaison  des 
vérités  mathématiques  entre  elles. 

lil. 

En  constatant  la  distinction  qu'Euclide  avait  établie  entre 

(i)  Voir  la  noie  de  la  ji.  i5  ti-dcssus. 
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les  théorèmes  proprement  dits  ou  f/iéorèm^5  complets  d'une 
part,  et  les  Données  et  les  Pon'smes,  d'autre  part,  nous 
n'entendons  pas  dire  que  dans  une  composition  mathémati- 
que on  ait  toujours  dû  donner  à  chaque  proposition  le  nom 
spécial  qui  lui  était  propre  à  ce  point  de  vue.  Nous  croyons 
qu'au  temps  de  Pappus  les  géomètres  et  Pappus  lui-même 
négligeaient  cette  distinction  de  noms. 

En  effet ,  d'abord  il  est  à  remarquer  que  Pappus  donne 
le  nom  commun  de  théorèmes  aux  Données^  aux  Porismes 
et  aux  Lieux,  dans  ses  Notices  sur  ces  trois  classes  de  pro- 
positions^ car  il  dit  que  le  livre  des  Données  contient 
90  TnÉORÈMES,  les  trois  livres  de  Porismes  171,  et  les  deux 
YwYGsàes  Lieux  plans  d'Apollonius  147- 

Secondement,  on  ne  trouve  dans  le  recueil  étendu  des 
Collections  mathématiques  aucune  proposition  sous  le  titre 
de  Porisme,  et  je  crois  même  aucune  sous  celui  de  Donnée, 
quoique  plusieurs  propositions  aient  pu  être  regardées  les 
unes  comme  des  Porismes ,  les  autres  comme  des  Données. 

Ainsi  dans  le  livre  IV,  la  proposition  \  II  ainsi  énoncée  : 
Si  les  quatre  cotés  d'un  quadrilatère  jdBCD  sont  donnés^ 
et  si  Vangle  B  est  droit,  la  diagonale  BD  est  donnée,  est 
incontestablement  une  proposition  appartenant  à  la  classe 
des  Données.  Il  en  est  de  même  des  deux  propositions  \  III 
et  IX  du  même  livre. 

Dans  le  livre  VII,  la  proposition  CCXXVIII  (qui  est  un 
des  lemmes  relatifs  aux  septième  et  huitième  livres  des 
Coniques  d'Apollonius)  appartient  aussi  à  la  classe  des 
Données i  car  elle  porte  que  :  Quand  la  somme  des  carrés 
de  deux  lignes  et  la  différence  des  mêmes  carrés  sont 
données,  les  deux  lignes  sont  données. 

Les  quatre  propositions  CCXXXV-CCXXXVIIIdu  même 
livre  VII  (lemmes  relatifs  aux  Lieux  à  la  surface  d'Eu- 
clide),  sont  tout  à  fait  semblables,  quant  aux  énoncés, 
aux  LJcux  plans  d'Apollonius^  elles  expriment  que  le  lieu 
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(Je  tel  point  variable  est  une  secliou  conique.  Ce  sont 
donc  des  Lieux  ^  conséquemment  aussi  des  Porismes.  La 
dernière  de  ces  propositions  contient  la  propriété  de  la 
Directrice  dans  les  sections  coniques,  en  ces  termes  :  Le 
lieu  d'un  point  dont  les  dislances  à  une  droite  donnée 
de  position  et  à  un  point  fixe,  sont  entre  elles  dans  une 
raison  donnée,  est  une  sectioti  conique  :  parabole  si  la 
raison  est  l'unité,  ellipse  si  elle  est  plus  grande  quci'u- 
nitéj  et  hyperbole  si  elle  est  plus  petite. 

Ces  exemples  font  voir,  comme  nous  l'avons  annoncé, 
que  la  distinction  qu'Euclide  avait  établie  entre  les  théo- 
rètnes  d'une  part,  et  les  Données  et  les  Porismcs  d'autre 
part,  eût-elle  été  jamais  observée  dans  la  pratique,  je  veux 
dire  dans  la  culture  des  Mathématiques,  ne  l'était  plus  au 
temps  de  Pappus,  et  que  toutes  ces  propositions  pouvaient 
être  confondues  indistinctement  sous  la  seule  dénomination 
de  théorèmes, 

^  IX.  —  Do  l'utilité  des  Porisnies  pour  la  résolution  des  problèmes. 

Pappus  dit  que  les  Porismes  d'Euclide  étaient  néces- 
saires pour  la  résolution  des  problèmes.  JNous  avons  déjà 
vu  (§11)  qu'à  raison  des  matières  qui  formaient  le  sujet  des 
trois  livres  de  Porismes,  cet  ouvrage  devait  être  extrême- 
ment utile  pour  les  progrès  généraux  de  la  Géométrie;  mais 
il  s'agit  ici  d'une  utilité  spéciale  pour  la  résolution  des  pro- 
blèmt.'s.  Voici  comment  nous  concevons  cette  utilité. 

C'est  que  la  recherche  d  un  lieu  géométriijue  déterminé 
par  certaines  conditions  exigeait  le  secours  de  quelque  Po- 
risme.  Car  il  fallait  conclure  de  ces  conditions  une  autre 
expression  du  lieu  qui  fut  déjà  connue,  et  qui  par  consé- 
quent fit  connaître  la  nature  du  lieu,  sujet  de  la  (picstion. 
Or  c'est  le  passage  d'une  expression  du  lieu  à  une  auire  ex- 
pression qui  exigeait  un  Porisnie. 
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Par  exemple,  demande-t-on  le  lieu  d' un  j)oitit  dont  les 
distances  à  deux  points  fixes  soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donné?  On  démontrera  quV/  existe,  c'est-à-dire 
que  l'on  peut  trouver,  (sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
donnés) ,  deux  autres  points  tels^  que  les  droites  menées  de 
ces  points  à  chaque  point  du  lieu  cherché  font  entre  elles 
un  angle  droit.  Proposition  qui  constitue  un  Porisme,  et 
de  laquelle  on  conclut  que  le  lieu  est  un  cercle. 

Souvent  une  question  de  lieu  pourra  se  résoudre  par  plus 
d'un  Porisme, 

Ainsi,  dans  la  question  précédente  on  démontrera,  l'hy- 
pothèse restant  la  même,  i\i\  il  existe,  ou  qu  on  peut  trou- 
ver un  certain  point  et  une  longueur  de  ligne  tels,  que  la 
distance  de  chaque  point  du  lieu  à  ce  point  sera  égale  à 
cette  ligne. 

Ce  sera  là  un  Porisme.  Et  l'on  en  conclura  la  connais- 
sance complète  du  lieu  cherché. 

On  voit  par  cet  exemple  comment  on  peut  concevoir  que 
toute  question  de  lieu,  ou  problème  local,  obligeait  de  pas- 
ser par  un  Porisme. 

Cette  marche  est  dans  la  nature  des  choses  et  subsiste 
dans  les  Mathématiques  modernes  :  quehjue  méthode  que 
l'on  emploie  pour  résoudre  un  problème  de  lieu,  on  peut 
toujours  y  apercevoir  un  Porisme. 

Il  en  est  ainsi  notamment  dans  le  procédé  général  de  so- 
lution fondé  sur  l'analyse  de  Descaries,  qui  conduit  à  une 
équation  finale  entre  les  coordonnées  r,  j  ,  d'où  se  conclut 
le  lieu  cherché.  Car  cette  équation  constitue  un  véritable 
Porisme. 

En  effet,  que  cette  équation,  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires, soit,  par  exemple, 

X-  H-  ax  -f-  v^  -+-  hf  =  c  : 

elle  exprime  qu  él.nit    pris  arbiuairemeiU  deux  axes  rec- 
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langulaires  clans  lo  plan  de  la  iiguie,  on  pcuL  détermine/' 
deux  longueurs  de  lignes  a,  b,  et  un  espace  ou  rectan- 
gle c,  tels  y  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  chaque 
point  du  lieu  aux  deux  axes,  plus  les  j)roduits  de  ces  dis- 
tances par  les  deux  lignes  a  et  h,  forment  une  somme 
égale  au  rectangle  c. 

Proposition  qui  constitue  un  Porisme  à  la  manière  d'Eu- 
clide,  sauf  lesexpressions  modernes  qui  enabrégentrénoncé. 

Les  Anciens  n'avaient  pas  une  pareille  méthode  générale 
à  laquelle  ils  pussent  ramener  toutes  les  questions  de  Lieux. 
Par  conséquent,  on  conçoit  qu'ils  ont  dû  nécessairement 
chercher  à  multiplier  les  expressions  différentes  de  chaque 
lieu,  c'est-à-dire  de  chaque  courbe,  y  compris  aussi  les 
lieux  à  la  droite,  et  chercher  à  passer  d'une  expression  à 
chacune  des  autres.  Ce  qui  se  faisait  toujours  par  un  Po- 
risme, comme  nous  l'avons  dit. 

Le  Traité  des  Porismes  d'Euclide  était  donc  une  collection 
de  propositions  servant  à  passer  ainsi  d'une  expression 
connue  d'un  lieu  à  une  autre  expression  du  même  lieu^  cl 
plus  généralement  servant  à  passer  des  c'onditions  connues 
qui  déterminent  un  système  de  choses  variables  assujetties 
à  une  loi  commune,  à  d'autres  conditions  déterminant  les 
mêmes  choses  variables. 

Nous  n'entendons  pas  dire  d'une  manière  absolue  que 
tel  était  l'objet  de  tous  les  théorèmes  d'Euclide  sans  excep- 
tion, mais  seulement  que  tel  était  leur  caractère  général 
et  le  but  qu'Euclide  s'était  proposé  en  ajoutant  au  Traité 
des  Données  celui  des  Porismes,  comme  second  complé- 
ment des  Éléments  et  provision  de  ressources  yiowr  la  cul- 
ture de  la  Géométrie  supérieure,  et  spécialement  pour  la 
résolution  des  problèmes. 

Quant  aux  lieux,  Euclide  n'a  traité,  dans  ses  trois  livres 
de  Porismes,  que  de  la  droite  cl  du  cercle,  ainsi  (|ue  le 
tlil  l^appus,  et  comme  le   prouNcnl  ses  38  lA'mmes  (|ui  ne 
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se  rapportenl  (jii'à  dus  (igurcs  rccliligiies  et  au  cercle.  Kt 
([uant  à  ceux  des  Porismes  (jiii  ne  concernent  pas  des  pro- 
positions locales  proprement  dites,  on  voit  par  plusieurs 
énoncés  de  Pappus,  dont  il  suffit  de  citer  celui-ci,  du  P'  Li- 
vre :  «  Telle  droite  passe  par  un  point  donné  »  et  les  trois 
derniers  du  IIP  Livre,  qu'il  y  en  avait,  même  de  très-variés, 
dans  l'ouvrage  d'Euclide.  INotre  restitution  de  ces  trois  li- 
vres en  comprend  aussi  un  assez  grand  nombre. 

§  X.  —  Observations  et  éclaircissements  préliminaires  au  sujet  des 
XXIX  genres  de  Porismes  décrits  par  Pappus.  —  Ordre  qu'on  sui- 
vra dans  le  rétablissement  des  trois  Livres  d'Euclide. 


L'ouvrage  d'Euclide  était  en  trois  livres  et  contenait 
lyi  théorèmes. 

Pappus  comprend  ces  171  Porismes  sous  XXIX  énon'cés 
qu'il  appelle  genres,  dont  i5  appartiennent  au  P*"  livre, 
6  au  IP  et  8  au  IIP.  Il  ajoute  que  les  i5  genres  du  P*"  li- 
vre se  retrouvent  dans  le  IP  avec  les  6  propres  à  ce  livre  : 
et  de  même,  ([ue  ces  21  genres  entrent  dans  le  IIP  livre 
avec  les  8  nouveaux.  Il  dit  que  la  plupart  des  Porismes  de 
ce  IIP  livre  se  rapportent  au  demi-cercle,  et  quelques-uns 
au  cercle  et  aux  segments.  Ce  qui  indique  que  les  deux 
premiers  livres  ne  roulent  que  sur  les  figures  rectilignes. 

Dans  chacun  des  XXIX  énoncés,  hormis  le  premier  qui 
forme  une  proposition  complète,  Pappus  ne  décrit  que 
les  choses  cherchées,  en  omettant  les  hypothèses  qui,  dans 
l'ouvrage  d'Euclide ,  donnaient  lieu  aux  propositions.  Ce 
sont  ces  choses  cherchées  qui  constituent  les  genres.  Ainsi 
il  dit  :  «  Voici  les  genres  des  choses  cherchées  dans  les  pro- 
»   positions  du  P*^  livre.  » 

11  a  dit  plus  haut  :  «  Ce  n'est  pas  par  les  différences  des 
»   hypothèses  (ju'il  faut  HistingiuM'  les  Porismes,  mais  par 
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))  les  différences  des  résullnts  ou  des  choses  cherchées.  » 
De  sorte  que  chaque  genre  s'applique  à  des  hypothèses 
qui  peuvent  être  très-variées.  C'est  ainsi  que  les  XXIX 
genres  résument  les  171  théorèmes  que  contenait  le  traité 
des  Porismes. 

11  est  à  remarquer  que  Pappus  a  fait  du  livre  des  Don- 
nées d'Euclide  une  analyse  assez  semblable,  dans  laquelle 
il  décrit,  en  termes  encore  plus  généraux  que  pour  les  Po- 
rismes, le  caractère  des  différents  groupes  de  propositions  : 
il  indique  le  nombre  des  propositions  de  chaque  groupe, 
mais  sans  faire  connaître  aucune  proposition  en  particulier. 
Cette  analyse  aurait  pu  servir  à  rétablir  conjectùralement 
les  quatre-vingt-dix  propositions  du  livre  des  Données^  si 
cet  ouvrage  ne  nous  était  pas  parvenu.  Il  est  à  regretter 
i(ue  Pappus  n'ait  pas  complété  son  analyse  des  Porismes  en 
y  ajoutant,  comme  pour  les  Données,  le  nombre  des  pro- 
positions de  chaque  genre. 

Les  Porismes, dont  nous  rappelons  ici  le  caractère  essen- 
tiel, sont  des  propositions  dans  lesquelles  il  y  a  certaines 
choses  variables,  comme  dans  les  propositions /ocrt/^.ç ,-  et 
c'est  une  relation  entre  ces  choses  variables  (points,  lignes, 
segments,  etc.)  et  les  choses  constantes  qui  constitue  les 
propositions. 

Prenonsquelques  exemples  des  genres  décrits  par  Pappus. 

Tel  point  est  situé  sur  une  droite  donnée  de  position. 

Cela  signifie  qu  un  point  variable  a  pour  lieu  géométri- 
que une  droite  dont  la  position  est  déterminée  en  vertu  de 
l'hypothèse  ou  des  données  de  la  question. 

On  peut  croire  que  cet  énonc  é  comprend  toutes  les  pro- 
positions de  lieux  (jui  se  trouvaient  dans  les  trois  livres 
d'Euclide  ;  car  (;es  lieux  ne  pouvaient  être  qu'rt  la  droite  et 
au  cercle;  et  l'on  ne  trouve  pas  dans  les  huit  genres  spé- 
ciaux au  IIP  livre  ni  dans  aucun  de  ceux  qui  les  pré- 
cèdent, un  seul  éuoncé  (jui  exprime  un  lieu  au  cercle ,  tel 
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(jiic  It'  lien  (I  la  flroitc  ri-dessus.  Il  l.iul  cii  coiicluie  ([lie 
les  Porisnu'S  lelatii's  au  (Oicle  dans  l'ouvrai^e  d'Kuclide 
exprimaient  des  propriélés  communes  à  tous  les  points  de 
la  circonférence,  sans  avoir  la  forme  d'énoncé  d'un /«e/f 
proprement  dit. 

Nous  devrons  nous  conformer  à  cette  indication. 

Teilc  droite  passe  par  un  point  donné. 

Il  s'agit  d'un  système  de  droites  assujetties  à  une  même 
loi  et  qui  passent  toutes  par  un  même  point  donné  virluel- 
lement.  c'est-à-dire  dont  la  position  est  une  conséquence 
des  conditions  de  la  question. 

Ce  genre  comprendra  Un  assez  grand  nombre  de  Porismes 
diiïérents,  qui  se  trouveront  indistinctement  dans  les  trois 
livres. 

Telle  droite  est  donnée  de  position. 

11  s'agit  d'une  droite  qui  n'est  pas  considérée  comme 
lien  d'un  point,  et  qui  satisfait  à  certaines  conditions  con- 
cernant des  choses  variables.  Par  exemple,  ce  sera  une 
droite  sur  laquelle  certains  angles  intercepteront  des  seg- 
ments égaux,  ou  une  droite  avec  laquelle  coïncideront  les 
diagonales  de  certaines  figures,  etc. 

Ces  genres  de  Porismes,  que  nous  venons  de  citer,  sont 
très-simples,  et  les  choses  cherchées  y  sont  indiquées  ex- 
plicitement. Mais  dans  d'autres  questions  les  choses  cher- 
chées sont  multiples  et  peuvent  n'être  pas  toutes  indiquées 
explicitement,  quelques-unes  restant  sous-entendues.  Alors 
il  peut  y  avoir  incertitude  et  l'énoncé  pourra  s'entendre  de 
plusieurs  manières. 

Prenons  celui-ci,  qui  forme  le  X\'^  genre  : 

Telle  droite  Jait  sur  deux  autres  droites  données  de 
position  des  segments  dont  le  rectangle  est  donné. 

Il  s'agit  d'une  droite  variable  de  position  qui  forme  sur 
deux  droites  lixes  deux  segments  dont  le  rectangle  est  con- 
stant; la  valeur  de  ce  rectangle  est  donnée  virtuellement, 
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c'est-à-dire  qu'elle  est  une  conséquence  de  l'hypothèse,  qu'il 
faut  déterminer. 

L'énoncé  est  susceptible  d'un  autre  sens.  On  peut  sup- 
poser que  les  origines  des  deux  segments  sont  deux  points 
donnés  de  fait,  et  que  les  données  virtuelles,  c'est-à-dire 
les  choses  que  l'on  a  à  trouver,  sont  les  directions  des  deux 
droites  fixes  menées  par  ces  points ,  et  la  valeur  du  rec- 
tangle constant. 

On  voit  par  cet  exemple  comment  un  même  énoncé 
pourra  se  prêter  à  plusieurs  interprétations  dillérentes  qui 
produiront  ainsi  une  sorte  de  subdivision  des  genres  des 
Porismes. 


Nous  grouperons  ensemble,  dans  chaque  livre,  les  Poris- 
mes d'un  même  genre,  pour  mettre  un  certain  ordre  dans 
un  si  grand  nombre  de  propositions  si  diverses,  et  faci- 
liter le  jugement  que  l'on  portera  sur  ce  travail  de  rétablis- 
sement. Mais  nous  n'avons  pas  de  raison  de  penser  qu'Eu- 
clide  se  fût  assujetti  à  cet  ordre  d'une  manière  rigoureuse, 
car  il  n'aurait  pu  l'observer  tout  au  plus  qu'à  l'égard  des 
propositions  d'un  même  livre ,  puisque  les  genres  du 
P'  Livre  se  retrouvent  dans  le  IL,  et  ceux  du  V'  et  du  IL' 
dans  le  IIL. 

Pour  quelques  propositions  seulementnous  nous  sommes 
écarté  de  l'ordre  que  nous  venons  de  tracer.  iNous  les  avons 
placées  à  la  fin  du  IIL  livre  :  ce  qui  simplifie  la  démons- 
tration. Car  elles  sont  ainsi  précédées  par  certaines  autres 
dont  elles  pouvaient  se  conclure  aisément. 

Nous  nous  renfermerons  strictement  dans  les  énoncés  de 
Pappus,  c'est-à-dire  dans  les  XXIX  genres  qu'il  a  décrits. 
C'est  pour  cela  qu'on  ne  trouvera  pas  dans  notre  restitution 
des  trois  livres  d'Euclide  de  lieux  au  cercle  qui  pourraient 
pourtant  se  présenter  en  grand  nombre  dans  un  Traité  des 
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Potismes.  Toutefois,  les  propriétés  du  cercle,  que  dans 
d'autres  circonstances  on  exprimerait  par  des  propositions 
de  lieux  proprement  dites,  entreront  sous  des  énoncés  dif- 
férents et  toujours  conformes  aux  genres  décrits  par  Pappus, 
dans  notre  IIP  livre,  où  elles  seront  assez  nombreuses. 

Les  dix  Porismes  qui  ibrment  les  dix  cas  de  la  proposi- 
tion des  quatre  droites  sont  du  genre  des  lieux  à  la  droite  : 
cependant,  comme  Pappus  dit  qu'ils  se  trouvent  au  com- 
mencement du  P'  Livre,  et  qu'il  en  parle  d'une  manière 
particulière,  nous  les  avons  placés  les  premiers  et  en  quel- 
que sorte  hors  ligne,  sans  les  comprendre  dans  le  genre 
des  lieux  à  la  droite^  qui  n'est  décrit  que  le  second. 

Le  genre  décrit  le  premier  par  Pappus  est  le  Porisme 
énoncé  d'une  manière  complète,  où  il  s'agit  de  trouver  une 
droite  et  sur  cette  droite  un  point  qui  sera  l'origine  de  seg- 
ments en  rapport  donné  avec  d'autres  segments. 

On  pourrait,  à  la  rigueur,  rattacher  ce  Porisme  au 
V''  genre  énoncé  ainsi  :  Telle  droite  est  donnée  de 
position.  La  recherche  du  point  fixe  sur  cette  droite  serait 
une  condition  implicite,  comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus. 
Mais  sans  nous  arrêter  à  l'incertitude  qui  peut  naître  ici,  et 
pour  nous  conformer  strictement  au  texte  de  Pappus,  nous 
regarderons  le  Porisme  dont  il  s'agit,  comme  formant  le 
P'"  genre  du  P'  Livre.  Pappus,  en  reproduisant  par  excep- 
tion cet  énoncé  tout  entier,  peut  avoir  eu  l'intention  de 
donner  un  exemple  tant  de  la  forme  la  plus  commune  que 
du  caractère  et  de  la  nature  des  Porismes.  Car  celui-ci  nous 
paraît  être,  à  certains  égards ,  comme  nous  l'expliquerons 
tout  à  l'heure,  une  sorte  de  type  de  nombreuses  proposi- 
tions des  trois  Livres. 

Simson  a  pensé  que   ce  Porisme   était   le   premier   (i) 


(i)  11  rintitulo  :  Prop.  XXIII.  Qiisc  est  Porisma  I  Lib.  î  Porismatnm  Eu- 
clidis.  (Opcra  qtiœdam  reliqua,  etc.,  p.  /|00.) 
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au  P'  Livi-e.  Nous  croyons,  an  contraire,  que  les  premiers 
Porismes  dans  l'ovivrage  d'Eiiclide  éiaienl  les  dix  cas  de  la 
proposition  des  quatre  droites.  Plusieurs  raisons  nous  sem- 
blent l'indiquer.  D'une  part,  Pappus  dit,  comme  nous  l'a 
vous  déjà  fait  observer  plus  haut,  qu'Euclide  a  placé  ces 
propositions  u  au  commencement  du  1''  Livre  )>.  Il  est  vrai 
que  le  premier  des  XV  genres  qui  résument  les  nombreux 
Porismes  de  ce  livre  comporte  des  propositions  diflerentes; 
mais  Pappus  ne  dit  pas  que  ce  F''  genre  renferme  précisé- 
ment le  premier  Porisme.  De  sorte  que  ce  passage  n'iniirmc 
pas  celui  qui  le  précède  et  qui  serait  formel,  si  le  texte  où  se 
jir  le  mot  ((  commencement  »  n'offrait  une  lacune. 

Mais,  d'autre  part,  et  indépendamment  de  ce  motif,  une 
raison  tirée  des  Lemmes  de  Pappus  relatifs  aux  Porismes 
nous  a  paru  tout  à  fait  décisive. 

Pappus  présente  le  premier  Lemme  comme  s'appiiquanl 
au  plumier  Porisme,  et  le  second  Lemme  au  second  Porisme, 
et  il  n'y  a  plus  de  mention  semblable  pour  aucun  des  autres 
Lemmes.  Or  ces  deux  Lemmes  conviennent  si  naturelle- 
ment à  deux  cas  de  la  proposition  des  quatre  droites,  qu'on 
peut  dire  qu'ils  en  sont  l'expression  immédiate.  De  plus,  il 
«n  est  de  même  des  cinq  Lemmes  qui  suivent  les  deux  pre- 
miers :  c'est-à-dire  qu'on  en  conclut  aussi  immédialemeni 
cinq  autres  cas  de  la  même  proposition.  Les  trois  cas  qui 
complètent  les  dix  se  démontrent  sans  le  secours  d'aucun 
Lemme  avec  une  très-grande  facilité.  Nous  ajouterons  que 
les  Lemmes  qui  viennent  après  ces  sept  premiers  trouvent 
leur  emploi  naturel  pour  la  démonstration  des  Porismes 
appartenant  aux  genres  successifs  du  L'  Livre  ^  et  enfin, 
([ue  ces  sept  premiers  Lemmes,  desquels  nous  déduisons 
sept  cas  de  la  proposition  des  quatre  droites,  n'ont  pour 
la  plupart,  les  deux  premiers  notamment,  aucun  usage 
dans  les  démonstrations  des  autres  Porismes. 

U  semble  donc  résulter,  avec  quelque  certitude,  de  ces 
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raisons  toutes  coûcordauics ,  que  les  dix  cas  de  la  proposi- 
tion des  quatre  droites   formaient  les  premiers  Porismes 
dans  l'ouvrage  d'Euclide. 

§  XI.  —  Analyse  des  XXIX  genres  de  Porismes.  —  Expression  algé- 
brique des  genres  qui  comportent  des  relations  de  segments.  —  Autres 
genres  qui  se  rapportent  aux  mêmes  matières. 


Le  Porismequi  constitue  le  P'*  genre,  et  dont  la  descrip- 
tion est  suffisamment  complète,  peut  être  regardé  comme 
une  espèce  de  type  commun  à  nombre  d'énoncés  de  Poris- 
mes. Mais  c'est  seulement  à  plusieurs  égards,  comme  nous 
l'avons  dit 5  et  il  ne  s'agit  que  de  certaines  circonstances  de 
riiypotlièse,  qui  peuvent  se  répéter  dans  différents  genres. 
Il  est  en  effet  très-facile  de  voir  qu'on  satisfait  à  la  plupart 
des  genres  par  des  propositions  dont  les  hypothèses  variées 
contiennent  cependant  des  éléments  semblables,  savoir: 
Deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  en  se 
coupant  toujours  sur  une  droite  donnée  de  position,  et  qui 
font  sur  deux  autres  droites  fixes ,  ou  sur  une  seule,  deux 
segments  qui  ont  entre  eux  une  certaine  relation  constante. 

Ce  seront  les  différences  entre  ces  relations  constantes  qui 
donneront  lieu  aux  différents  genres. 

Mais  le  IP  Livre  présente  un  caractère  spécial  :  c'est  que 
parmi  les  six  genres  qui  s'y  rapportent,  il  y  en  a  quatre 
au  moins  dans  lesquels  les  segments  considérés  sont  néces- 
sairement formés  sur  une  seule  droite  :  pour  les  deux 
autres  genres  ces  segments  peuvent  être  formés  indifférem- 
ment sur  une  seule  ou  sur  deux  droites-,  tandis  que  dans  les 
genres  du  P^  Livre,  hormis  deux  ou  trois  peut-être,  les  seg- 
ments paraissent  être  formés  toujours  sur  deux  droites. 

Sans  nul  doute  les  relations  générales  entre  lés  segments 
formés  sur  deux  droites  ont  lieu  de  même  sur  une  seule 
droite,  puisqu'on  peut  supposer  que  les  deux  droites,  qui 
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d'ordinaire  sont  données  à  priori  comme  faisant  partie  de 
l'hypothèse,  soient  coïneidentes.  Mais  ce  cas  particulier 
donne  lieu  à  de  nouvelles  relations,  d'une  autre  forme,  dans 
lesquelles  entre  le  segment  compris  entre  les  deux  points 
variables.  Or  ce  sont  ces  relations  spéciales  qui  nous  parais- 
sent faire  le  caractère  propre  de  quatre  des  six  genres  attri- 
bués par  Pappus  au  IP  Livre. 

Dans  le  111'  Livre  on  a  encore  à  considérer,  dans  beau- 
coup de  propositions,  deux  droites  tournant  autour  de 
deux  points  fixes  et  formant,  soit  sur  deux  droites  soit  sur 
une  seule,  des  segments  entre  lesquels  il  existe  des  relations 
semblables  à  celles  des  deux  premiers  Livres.  Mais  ces  rela- 
tions ont  lieu  dans  le  cercle:  les  deux  points  fixes  sont  pris 
sur  la  circonférence  même,  et  les  deux  droites  qui  tournent 
autour  de  ces  points  se  coupent  sur  cette  circonférence,  au 
lieu  de  se  couper  sur  une  droite,  comme  dans  les  deux  pre- 
miers Livies.  Il  y  a  en  outre,  dans  ce  IIP  Livre,  divers  autres 
genres  relatifs  au  cercle. 

Presque  toutes  les  relations.de  segments,  sinon  toutes, 
des  deux  premiers  Livres,  sont  de  celles  qui  expriment  que 
deux  points  variables  sur  deux  droites  ou  sur  une  seule 
forment  deux  dwisions  homo§iapliiqiie,s.  Ces  relations  sont 
des  équations  à  deux,  a  trois,  à  quatre  ou  à  cinq  termes. 


Pour  qu'on  en  juge,  nous  allons  présenter  un  tableau 
des  XXIX  genres  décrits  par  Pappus,  en  fixant  par  une 
équation  le  sens  qujp  nous  attribuons  à  cha(iue  énoncé  où 
enire'une  relation  de  segments. 

7^'   Lwre. 
Ocures. 


A  m  ^   ' 


(r)  Les  lettres  m,  m'^m",  M,  /;,  ;?'  désignent  dans  les  formules  qui  vont 
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Genres. 

IL  Tel  point  décrit  une  droite  doniicc  do  position. 
jfj      A  m  ^       Sm        . 

A'  m  '      S  m 

IV.  ^  =  x. 

mm 
\ .   Telle  droite  est  donnée  de  position. 
VI.   Telle  droite  passe  par  un  point  donné. 

A  m 

VIII.   ^,  =  1. 

Mm' 

TV     Am.S'm'        ^        r\-    •  •         L  1  •  '       1 

iX.   .7-7-  =  >>.     Uivibions  homo^rai)hi(|ues  surdeux 

a. A  m'  o     1       1 

droites. 

X.  3' m  .  Im'  =  V  -h  (J-  '  mm'.  Divisions  homographiques 
sur  une  droite. 

XI.  Enoncé  incomplet. 

^TT      A  //^  4-  X .  B m  A  m  4-  >  .  B  m 

XII. =  ^,     ——, =  //, 

Cm  '  C  ///  ' 

Am~h'k.B'm'_  A/w -|- X.B'/w' __ 

ctt;;'      ~  ^'       crw'     ~  ^  • 

Divisions  en  parties  proportionnelles  sur  deux  ou  sur  trois 
droites. 

Xm.   Am.Op  =  A'm'.(yp'. 

^,^.    Aw  +  B/?/  T-k-   •  • 

AlV  .  — -7 — - —  =  ^a.  JJi visions  en  parties  proportion- 
nelles sur  deux  droites. 

XV .  Im..T'///  =  y.  Divisions  homographiques  sur  deux 
droites.  * 

suivre  des  points  variubles.  Ce  sont,  en  général,  les  extrémités  des  segments 
entre  lesquels  oui  lieu  les  relations  qui  nous  paraissent  répo.'idre  aux  énon- 
ces de  Pappus.  Les  lettres  A,  R, . . .  désignent  des  points  fixes,  origines  des 
segments;  ces  points  sont  donnés,  de  fait  ou  virtuelleniont.  Enfin,  X, ,«,... 
représentent  de»  lignes,  dos  es^iaces,  ou  des  rapports  conslonts,  qui  sont 
aussi  donnés,  de  fait  ou  virtuellement. 


(  70) 
IP  Livre.  • 

Genres. 

^^j,     Aw.B'/w'-4-v  T^-    •  •         i  1- 

AVI. =  a.    Divisions  hoinographiques sur 

une  droite. 

XVII.  '—^ —  =  lu.       Divisions  homographiques  sur 

une  droite. 

AVllI.  ^ — — =  LL.      Divisions   ho- 

mm 

mographiques  sur  une  droite. 

v-^     Am(B'm' -^'X,am')-hDm.\,E'm'  ^.    .  . 

AlA.  ^^ ~ =  a.   Divisions 

mm  ' 

homographiques  sur  une  droite. 

^^      Am.B'm'  -hCm.D'm'  t^.    •  .         ,  ,. 

AA. :=  IX.    Divisions  homographi- 
ques sur  deux  droites. 

XXI.  I  m .  J'm'  =  V .  Divisions  homographiques  sur  deux 
droites. 

JIl'  Livre. 

XXII.  - — ^-— — :  =  /.      Divisions  homographiques  sur 
Lm.D  m  o     i:      1 

deux  droites  ou  sur  une  seule. 

XXIII.  ^,  =  a. 

mm  ' 

XXJV.   Km.i' m'  =  ii.h!m'.       Divisions    homographi- 
ques sur  deux  droites  ou  sur  une  seule. 

XXV.  Ôm'  =  ix,\)p. 

XXVI. ~-^ =  IL.    Divisions  homographi- 
ques sur  une  droite. 

XXVn.  \}n   point  duquel  on  peut  mener  deux  droites 
(variahles)  qui  comprennent  un  triangle  donné  d\^spècc. 


(  7'  ) 

Genres. 

XXVIII.  lin  point  d'où  pailout  ticiix  dioiks  (variables) 
(|ui  intercepleiit  des  arcs  égaux. 

XXJX.  Un  point  par  où  passe  une  dioite  faisant  avec 
telle  autre  un  angle  donné. 

On  remar(|uera  (ju'indépendaninienl  du  T'  genre  dont 
lions  avons  fait  ressortir  le  earaelèie,  (|uatre  genres,  III, 
IV,  \II,  VIIJ,  semblent  exprimer  une  même  eliose,  savoir, 
<|ue  le  rapport  de  deux  lignes  est  constant.  On  pourrait 
doue  croire  au  premier  abord  qu'il  y  a  ici  confusion,  par 
suite  de  quelque  erreur  dans  le  texte.  Mais  il  existe  des 
dilïérences  notables  dans  les  expressions  de  Pappus,  et  il  a 
<'U  certainement  en  vue  des  propositions  qui  ne  sont  pas 
identiques,  notamment  quant  aux  choses  que  Ton  cherche. 

Ainsi  nous  pensons  que,  dans  le  HP  genre,  on  consi- 
dère des  segments  dont  l(!s  origines  sont  connues,  et  que 
l'on  a  simplement  à  démontrer  la  constance  du  rapport 
entre  les  deux  segments  variables,  et  à  trouver  la  valeur  de  ce 
rapport-,  que  dans  le  VIP,  qui  semble  avoir  la  même  équa- 
tion, une  seule  origine  est  donnée,  et  que  les  choses  cher- 
chées sont  la  seconde  origine  et  la  valeur  du  rapport  constant. 

Lit;  IV'"  genre  diOére  de  ces  deux-là,  en  ce  qu'on  n'y 
considère  qu'un  segment  compté  à  partir  d'un  point  (ixe, 
et  (jue  l'autre  segment  est  l'absc'isse  comprise  entre  les  deux 
[)oints  variables. 

Dans  le  VHP  genn;,  l'une  îles  deux  droites  vaiiablcs 
dont  le  rapport  est  constant  n'est  pas  un  segment  compté 
sur  une  droite  fixe,  mais  bien  une  obliijue  ou  une  perpen- 
diculaire abaissée  d'un  point  variable  sur  une  droite  donnée 
de  position. 

Ces  (|uatr(*  genres  sont  donc  dilVérenls.  Ils  embrassent, 
dans  leurs  applications,  une  foule  de  pro])(»si lions  relatives 
aux  points  homologues  de  ôvxw  droites  divisées  en  parties 
proportionnelles.  Ils  donneiu  lu  u  aussi   à  dillérents  autres 

5* 


(  r^  ) 

Porismes  dans  lesquels  les  deux  lignes  qui  sont  <3U  rap- 
port constant,  partent  de  deux  points  ou  d'un  seul  dans 
des  directions  variables  :  par  exemple,  ce  seront,  dans  le 
lU*^  Livre,  deux  droites  qui  aboutissent  à  chaque  point 
d'une  circonférence  de  cercle. 

IH.  —  Autres  genres  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  Porismes  d'Euclide. 

Nous  venons  de  voir  que  la  plupart  des  rc;]ations  de 
segments  qui  font  le  sujet  d'un  grand  nombre  des  Porismes 
d'Euclide  expriment  que  deux  séries  de  points  sur  deux 
droites,  ou  sur  une  seule,  forment  deux  divisions  horaogra- 
phiques. 

Il  existe  plusieurs  autres  relations  par  lesquelles  on  repré- 
sente les  mêmes  divisions  et  qui  par  conséquent  auraient  pu 
se  trouver  dans  l'ouvrage  grec. 

D'abord  l'équation 

a  -\-\ .  km 

B'm'       ^^^ 

dans  laquelle  a  est  une  ligne  donnée,  de  fait  ou  virtuel- 
lement, exprime  deux  divisions  en  parties  proportionnelles, 
sur  deux  droites  ou  sur  une  seule,  et  donne  lieu  à  d'assez 
nombreux  Porismes. 

Ensuite  quatre  autres  exprimeront  chacune  deux  divi- 
sions honiographiques  générales,  faites  sur  deux  droites  ou 
sur  une  seule  : 

(« -h  A.  Aw)  B'/;/ H- V 

B^i  ~  ^' 

[a  -f-  / .  A  m  )B'  m'  -\-  v 

Â7, =  f' 

a.AmAVm'  -hë.bm.Cm'  =Um.\Yi)i:, 
{Am  +  Bm)C'm' 

-0)7 =  ''■ 

Les  deux  suivantes  jésulleiil  de  deux  divisions  faites  sur 


(  73  ) 
une  même  droUe,  comme  riiidiquc  le  sci^mcnt  //////  : 

[a  4-  >  .  A  /;/)  B'  //i'  -4-  A  w 


=  a, 


mm 
l.km)'^'  m' 
mm' 


Ces  diverses  équations  donneraient  lieu,  si  l'on  voulait,  à 
des  Porismes  qui,  par  la  nature  des  matières,  feraient  suite 
aux  trois  Livres  d'Euclide. 

Tous  ces  Porismes  sont  très-propres  à  faire  le  sujet 
d'exercices  pour  les  jeunes  géomètres,  d'autant  plus  qu'ils 
appartiennent  aux  théories  qui  forment  les  bases  de  la  géo- 
métrie moderne.  Euclide  n'a  traité  que  de  la  ligne  droite 
et  du  cercle  -,  mais  la  plupart  de  ses  Porismes  s'étendent  avec 
la  même  facilité  à  la  théorie  des  sections  coniques  (i)  et  à 
des  spéculations  ultérieures. 

On  ne  peut  se  refuser,  je  crois,  à  reconnaître  ici  combien 
Pappus  avait  raison  de  dire  (jue  l'ouvrage  d'Euclide  ren- 
fermait les  germes  d'une  foule  de  choses  d'une  invention  in- 
génieuse et  d'une  étude  agréable  et  nécessaire. 

§  XII.  —  Analyse  des  XXXVIII  Lemmcs  de  Pappus  relatifs  aux 
Porismes  (2).  —  Corollaires  des  Lemmes  III  et  XI. 

Les  XXXVIII  Lemmes  de  Pappus  se  peuvent  classer  en 

(1)  Après  avoir  donné,  dans  V Aperçu  historique  (p.  279),  deux  Porismes 
[;cnéraux  qui  comprennent  parmi  leurs  conséquences  multiples  un  très- 
{yrand  nombre  de  Porismes  d'Euclide  sur  les  ligures  rectilignes,  j'ai  fait 
voir  qu'il  existe  aussi  dans  la  théorie  des  coniques,  et  du  cercle  par  suite, 
deux  propositions  toutes  semblables,  qui  constituent  les  propriétés  les  plus 
fécondes  de  ces  courbes.  {Aperçu;  Notes  XV  et  XVl;  p.  334-344.) 

(2")  Nous  donnerons  plus  loin,  dans  le  §  XIV,  les  énoncés  de  ces  LcnKnes, 
que  le  lecteur  aura  souvent  à  consulter.  Nous  n'y  joignons  pas  les  démons- 
trations faciles  de  Pappus.  On  les  trouvera,  accompagnées  des  Commentai- 
res de  Commaiuliii,  dans  ses  deux  éditions  des  Collections  mathématiques. 
Simson  les  a  aussi  iloiimuïs,  avec  quelques  éclaircissements,  dans  son  Traite 
des  Purisincs  :  mais  ev  géomètre  a  placé  les  WXVIII  I.ommes  dan;?  un  ordre 
(oui  durèrent  do  celui  de  Pappus,  et  sans  s'aslreiiulre  toujours  à  reproduire 
le  texte  e\act  des  énoncés  originaux  qu'il  géuéi alise  parfois. 
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Uoiij  talégorios  :  iS  sont  relallls  à  des  figures  it:(iilii;iies; 

7  se  rattachent  au  rapport  liarnioni(pie  de  (piatiii  points,  et 

8  concernent  le  cercle. 

Des  23  Leninies  relatifs  à  des  figures  rectilignes,  6  oui 
pour  objet  le  quadrilatère  coupé  par  une  transveisale; 
6  l'égalité  des  rapports  aiiJiannoniques  de  deux  sys- 
tèmes de  quatre  jx)iuts  qui  proviennent  des  int(3rseclions 
de  quatre  droites  issues  d  un  même  point,  par  deux  autres 
droites 5  4  peuvent  être  considérés  comme  exprimant  une 
propriété  de  l'hexagone  inscrit  à  deux  droites-  i  don- 
nent le  rapport  des  aires  de  deux  triangles  qui  ont  deux 
angles  égaux  ou  supplémentaires-,  4  autres  se  lapportenl 
à  certains  systèmes  de  droites  que  nous  définirons  plus 
loin  ^  et  enfin  le  dernier  est  un  cas  du  problème  de  la  sec- 
tion de  Tespace, 

Nous  allons  essayer  de  faire  connaître  dans  l'analyse  sui- 
vante le  caractère  particulier  de  chacun  de  ces  XXXVIII 
Lemmes,  qui  tous,  plus  ou  moins,  nous  seront  utiles. 

Les  Lemmes  I,  II,  IV,  V,  \I  et  \II  (propositions  127, 
128,  i3o,  i3i,  i32  et  i33  du  VIL  Livres  des  Collcciions 
îjialliérnatiqiies  de  Pappus),  (pii  ont  poui-  objet  le  quadii- 
latère  coupé  par  une  transversale,  contiennent  chacun  une 
relation  entre  les  segments  (]ue  les  quatre  côtés  et  les  deux 
diagonales  du  quadiilatère  forment  sur  cette  transversale 
considérée  dans  des  positions  dinérentes. 

Dans   le  Lemme  IV    (proposition   i3o),  la   transversale 


a  une  position  quelconque,  et  la  relation  démontrée  pai 


(  7.^  ) 
Pappus  est  une 'des  équations  à  six  se^iiieuls  par  lesquelles 
on  exprime  l'involution  de  six   points.  Soient  «,  a' .,  b^  b 
et  c,  c' ,  les  points  dans  lesquels  la  transversale  rencontre 
les  couples  de  côtés  opposés  et  les  diagonales  du  quadrila- 
tère. La  relation  est 

ab  .b'  c  ca     ,   , 

Les  Lemmes  I,  II,  \  et  \  I  sont  des  cas  particuliers  de 
cette  proposition  générale. 

Dans  leP'"  et  le  IP,  la  transversale  est  parallèle  à  un  côté 
du  quadrilatère. 

Dans  le  V*",  la  transversale  passe  par  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés,  et  la  proposition  revient  à  celle-ci  : 
les  deux  diagonales  divisent  en  parties  proportionnelles  In 
droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Le  Lemme  VI  peut  être  considéré  comme  un  cas  particu- 
lier du  V^,  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  est  parallèle  à  une  diagonale. 

Enfin,  dans  le  Lemme  VII,  la  transversale  passe  par  un 
seul  point  de  concours  des  côtés  opposés,  et  est  parallèle  à 
une  diagonale.  La  relation  démontrée  est  un  cas  particulier 
des  relations  d'involution  à  huit  segments,  savoir  : 

ca   =  cb  .cb' . 


•SI 


Les  Lemmes  III,  X,  XI,  XIV,  XVI  et  XIX  (propos 
tions  129,  i36,  187,  i4o,  142,  i45)  sont  ceux  qui  établis- 
sentl'égalité  des  rapports  anharmoniques  que  quatrcdroites 
issues  d'un  même  point  déterminent  sur  deux  droites  trans- 
versales :  mais  il  faut  supposer  que  ces  deux  transversales 
partent  d'un  même  point  de  l'une  des  quatrcdroites.  En 
réalité,  on  considère  trois  droites  concourantes  en  un  même 
point,  coupées  en  deux  systèmes  de  trois  points  a.    b,   c, 


1  )  \  .  Gcom.  su/>.,  ait.  iS/\  vl  iî^ç). 
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Cl  a',  U ^  c\  par  deux  transversales  menées  d  lui  puiiitquel- 
eoiique  P.  Il  existe  entre  les  segments  formés  suj' les  deux 
transversales  l'équation 


Va  ,  ha 
Vc  '  ~bc 


Va'  .  ^ 


Pa.bc        Vn'.b'c' 


ou 


Vc.ab        Vc'.a'b' 
i|iie  Pappus  énonce  ainsi  :  Le  rectangle  Va.hc  est  au  ree- 

s 


langlePc.a^,  comme  le  rectangle  Va' .h' c'  est  au  rectangle 
Vc'.a'b', 

C'est  là  le  Lerame  III. 

Le  Lemme  X  (proposition  i36)  en  est  la  réciproque. 
Il  prouve  que  quand  Féqualion  a  lieu,  les  deux  points  c, 
c'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  aa' ^  hh' \  ou  que  les  trois  droites  aa' ^  hh\  ce'  con- 
courent en  un  même  point. 

Le  Lemme  X\I  (proposition  \/\-i)  est  le  même  que  le  X"^, 
démontré  différemment. 

Le  Lemme  XI  (proposition  137)  est  un  cas  particulier  du 


III' .  L'une  des  transversales  est  parallèle  à  1  une  des  trois 
droites,  et  l'équation  devient 

Va        Prt'  .  Pc'  Va' .b'c'  _  P_« 

T^i~Vl?''  V^'      *'^'  V77l7â'  '~  ha  ' 


(  77.) 

Le  Lemmc  XIV  (proposition  i4o)  csl  la  réciproque  de 
celui-là  :  il  cxpiime  que  quand  Tcqualion  précédciile  a 
lieu,  les  deux  droites  ao! ^  hh'  et  la  parallèle  à  PrtZ>,  me- 
née par  le  pointe^,  concourent  en  un  même  point. 

Enfin,  le  Lemme  XIX  (proposition  i45)  est  encore  un 
cas  particulier  du  Lemme  III.  Quand  trois  droites  issues 
d'un  même  point  sont  coupées  par  deux  autres,  menées 
par  un  point  P,  en  «,  ^,  c  et  «',  h\  c\  si  l'on  a 

Va  _  Vc 

ha        hc 

.,    ,  .  Va'       Pc' 

il  s  ensuit  que  -g—,  =  77-,- 

Les  quatre  Lemmes  XII,  XIII,  XV  et  XVII  (propositions 
i38,  iSp,  i4i«.  '4^)  peuvent  être  considérés  comme  expri- 
mant la  propriété  de  l'hexagone  inscrit  à  deux  droites, 
savoir  que,  quand  les  sommets  d'un  hexagone  sont  situés 
trois  à  trois  sur  deux  droites,  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Dans  les  Lemmes  XII  et  X\  ,  les  deux  droites  sont  paral- 
lèles, et  dans  les  Lemmes  XIII  et  X\II  elles  ont  une  direc- 
tion quelconque. 

Il  est  à  remarquer  qu'ici,  dans  les  démonstrations,  Pap- 
pus  se  sert  des  Lemmes  III,  X,  XI  et  XIV,  c'est-à-dire  de 
la  proposition  de  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des 
deux  systèmes  de  quatre  points  déterminés  sur  deux  droites 
par  trois  autres  droites  issues  d'un  même  point  :  savoir, 
des  Lemmes  XI  et  X  pour  le  Lemme  XII;  des  Lemmes  III 
et  X  pour  le  Lemme  XIII;  des  Lemmes  XI,  III  et  XIV 
pour  le  Lemme  XV,  et  enfin  des  Lemmes  III  et  XVI  pour  le 
Lemme  XVII. 

Les  Lemmes  XX  et  XXI  (propositions  146  et  147)  disent 
(jue  quand  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux  ou  supplé- 
mentaires, leurs  surfaces  sont  dans  le  même  rapport  que 
les  rectangles  des  côtés  qui  comprennent  ces  angles. 


(  -8  ) 

Le  LemmeMII  (proposition  i34)  a  un  énoncé  très-bref, 
qui  on  laisse  difficilement  apercevoir  le  sens^  cependant  on 
reconnaît  qu'il  peut  signifier  que  : 

Quand  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles  deux  à 
deux,  si  par  le  sommet  de  chacun  d'eux  on  mène  une 
droite  quelconque  qui  coupe  les  deux  côtés  de  Vautre,  les 
quatre  points  d' intersection  sont  deux  à  deux  sur  deux 
droites  parallèles. 

Cela  est  un  cas  particulier  d'une  propriété  relative  à  deux 
angles  quelconques,  qu'on  peut  aussi  envisager  d'un  autre 
point  de  vue,  et  énoncer  de  cette  manière  : 

Si  par  les  points  de  coîicours  des  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  on  mène  deux  droites  quelconques  qui  ren- 
contrent les  quatre  côtés  en  quatre  points,  ces  points  sont 
deux  à  deux  sur  quatre  autres  droites  qui  se  coupent  Ueux 
à  deux  sur  les  deux  diagonales  du  quadrilatère  (i). 

Le  Lemme  IX  (proposition  i35)  peut  exprimer  que: 

Si  par  les  sommets  d'un  trapèze  on  mène  quatre  droites 
concourantes  m  un  nwme  point,  et  par  le  point  de  ren- 
contre S  des  deux  côtés  non  parallèles  une  transi^ersalc 
parallèle  aux  deux  autres  côtés,  laquelle  rencontre  les 
quatre  droites  en  quatre  points^  le  produit  des  distances 
du  point  S  à  deux  de  ces  points  esjt  égal  au  produit  des 
distances  du  même  point  S  aux  deux  autres  points. 

C'est-à-dire  que  les  quatre  points  déterminent  une  invo- 
lution  dont  le  point  S  est  le  point  central  (2). 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  propriété 
d'un  quadiilatère  quelconque,  savoir,  que: 

Les  trois  couples  de  droites  menées  d'un  même  point 
aux  sommets  opposés  et  aux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  sont  en  in^'olutioii  (3). 

(i)  \ .Géom.  sup.^avl.  '\o\. 

(2)  Ihid.,  p.  iSg. 

(3)  Ibid.,  p.  249. 
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On  [K'iU  \oii  clans  le  Lcmmo  XVllI  un  lieu  à  la  droite^ 
construit  dans  un  triani:,Ic.  Pappus  emploie  clans  la  démons- 
tration les  Lemmes  X,  XI  et  XVI. 

Le  Lemme  XXXII  (proposition  i58)  concerne  deux 
triangles  c[ui  ont  un  angle  commun.  Le  côté  de  l'un,  opposé 
à  cet  angle,  fait  sur  le  côté  de  l'autre,  aussi  opposé  à  l'angle 
commun,  et  sur  la  droite  cpii  va  du  sommet  au  milieu  d(>  ce 
côté,  des  segments  qui  ont  entre  eux  une  certaine  relation. 

Le  Lemme  XXXVIII  et  dernier  (proposition  164),  qui 
est  aussi  le  dernier  des  li  Lemmes  consaciés  aux  figures 
rectilignes,  est  un  problème.  Il  s'agit,  dans  un  parallcUo- 
gramme,  de  mener  par  un  point  donné  sur  un  côté  une 
droite  qui  forme  avec  deux  autres  côtés  un  triangle  demcîmc 
surface  que  le  parallélogramme. 

Nous  arrivons  aux  sept  Lemmes  XXII,  XXIII,  XXI\  , 
XXV,  XXVI,  XXVII,  XXXIV  (propositions  148  à  157  et 
160)  qui  se  rattachent  au  rapport  harmonique  de  quatrtr 
points.  Ils  ont  pour  but  de  déduire  les  unes  des  autres  cer- 
taines relations  qui  appartiennent  à  ces  quatre  points  situés 
sur  une  même  droite.  Une  relation  étant  donnée,  on  en 
conclut  une  autre.  Mais  ces  relations  n'ont  pas  lieu  préci- 
sément entre  les  quatre  points,  car,  hormis  une  seule,  il 
y  entre  toujours  le  point  milieu  de  deux  points  conjugués, 
c{ui  remplace  l'un  des  dei;x  points. 

Ces  sept  Lemmes  n'en  font  en  réalité  que  quatre,  parce 
c{ue  trois  sont  les  mêmes  que  trois  autres,  n  en  dilîérani 
que  par  la  position  relative  des  points  donnés. 

Appelons  <?,  a^  et  e,y^les  deux  systèmes  de  points  conju- 
gués, tpii  sont  en  rapport  harmonique,  a  le  milieu  du  seg- 
ment aa'  et  O  le  milieu  de  r^^  nous  (exprimerons  les  sept 

Lemmes  biièvemcnt  ainsi  : 

—  2 
Lemmes  XXII  et  XXIV.  Si  Ton  a  ae    =  lOa.eoi.  ,    il 

s  ensuit 

Oa    =rta.    -I-Of;    . 


(8o) 
Lemines  XXIII  et  XXV.  Si  Oa.Oa'  =0c\  il  s' ensuit 

ea.ea'  =  2e0.ea, 
ea'    :=0a'.2ea, 
ca    =z  Oa.^ea. 

Lemmes  XXVI  et  XXVII.  Si  ;r^=^,  ?  il  s'ensuit 

Oa.Oa'  =  (y^! 

Leinme  XXXIV.  Si  —-:=-—•)  il  s'ensuit 
ca'       fa' 

2 

cf.e  .(xj=  a  « , 
ef.eoL  =z  ea.cn\ 
fa.fa'=:fa.fe. 
Enfin  les  huit  Lemmes  qui  eoneernent  le  cercle  sont  les 

xxvm,  XXIX,  XXX,  xxxi,  xxxiii,  xxxv.  xxxvi 

et  XXXVII  (propositions  i54-i57,  169  cl  i6i-i63). 

Du  Lemme  XXVIII  (proposition  i54)  il  résulte  que  si 
d'un  point  P  on  mène  deux  tangentes  à  un  cercle,  et  une 
transversale  quelconque  qui  rencontre  le  cercle  en  deux 
points  a,  a'  et  la  corde  de  contact  en  un  point  a,  ce  point 
et  le  point  P  divisent  en  parties  proportionnelles  le  segment 
aa\  c'est-à-dire  que  l'on  a 

P«         au 
¥â'  ~  ^'' 

Dans  le  I.emme  XXXV  (proposition  161)  le  point  P  est 
intérieur  au  cercle 5  on  démontre  que  le  lieu  du  point  a, 
déterminé  par  cette  môme  proportion,  est  une  droite. 

Ces  deux  propositions,  qui  n'en  font  réellement  qu  nue. 
renferment,  on  le  voit,  la  propriété  princi])ale  de  la  ihéorie 
des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle. 


LeLcmme  XXIX  (proposition  1 55)  est  un  problème.  On 
demande  d'inscrire  dans  un  segment  de  cercle  ACB  deux 

,  E 

cordes  AC,  CB  qui  soient  dans  un  rapport  donné  -.  La  so- 
lution se  réduit  à  faire  voir  que  la  tangente  au  point  C  ren- 
contre la  corde  AB  en  un  point  D^  pour  lequel  on  a 

DA  _  CÂ'  _  E^ 

Le  Lemme  XXX  (proposition  i56)  démontre  que  les 
droites  menées  des  extrémités  d'une  corde  à  un  point  de  la 
circonférence  divisent  liarm'oniquement  le  diamètre  per- 
pendiculaire à  cette  corde. 

D'après  le  Lemme  XXXI  (proposition  157),  si  d'un  point 
P  donné  sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  mène  une 
droite  à  un  point  de  la  circonférence,  et  par  ce  point  une 
corde  perpendiculaire  à  cette  droite,  cette  corde  inter- 
cepte sur  les  tangentes  aux  extrémités  du  diamètre  AB  deux 
segments  A  m,  Bm',  dont  le  rectangle  est  égal  au  rectangle 
constant  PA.PB. 

Le  Lemme  XXXIII  (proposition  159)  exprime  qu'un 
point  P  étant  donné  sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle,  si  l'on 
prend  sur  Icprolongementdu  diamètre  le  point  Q  tel,  qu'on 

ait  QA  .QB  =  QP,  et  que  par  ce  point  on  élève  la  perpendi- 
culaire au  diamètre,  toute  droite  menée  par  le  point  P  ren- 
contre le  cercle  en  deux  points  et  la  perpendiculaire  en  un 
troisième  point  tel,  que  le  carré  de  sa  distance  au  point  P  est 
égal  au  rectangle  de  ses  distances  aux  deux  points  du  cercle. 
Le  dernier  de  ces  liuit  Lemmcs  relatifs  au  cercle,  le 
Lemme  XXXV I,  n'a  d'autre  but  que  cette  vérité  élémen- 
taire :  Quand  une  corde  d'un  cercle  est  parallèle  à  un  dia- 
mètre, les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  extré- 
mités de  la  corde  sur  le  diamètre  sont  à  égale  dislance  des 
extrémités  du  diamètre. 

G 
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Corollaires  des  LemmesIII  et  XI. 

Nous  placerons  ici  trois  corollaires  immédiats  des  Lem- 
mes  III  et  XI.  Formulés  une  fois  pour  toutes,  ces  corollaires 
évidenls  rendront  inutile  la  répétition  du  court  raisonne- 
ment qu'on  pourrait  faire  directement  sur  les  Lemmes. 
Nous  les  invoquerons  sans  autre  explication,  et  nous  abré- 
gerons par  là  les  démonstrations  dans  le  cours  de  notre  long 
travail. 

Le  Lemme  III,  dont  le  XP  n'est  qu'un  cas  particulier,  est 
certainement  la  proposition  la  plus  importante  de  toute 
cette  vaste  théorie  des  Porismes  d'Euclide,  ainsi  que  nous 
avons  eu  occasion  de  le  dire  il  y  a  longtemps,  en  présen- 
tant une  courte  analyse  du  VIP  Livre  des  Collections  ma- 
thématiques de  Pappus,  dans  V u4 perçu  historique  (  i). 

Corollaire  I.  Quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D  concou- 
rantes en  un  même  point  S  sont  coupées  par  deux  autres 
quelconques  dans  les  deux  séries  de  points  a,  b,  c,  d  et  ù!, 
h',  c' ,  d',  on  a  Véquation 


ac 


bc         a'c'       b'c'  ac.bd        a'c'.b'fl' 

1     ou 


ad'  bd        n'd''b'd'  ad.bc        n'd'.b'c' 

En  elï'ct,  que  par  le  point  a  on  mène  une  parallèle  à  la 
droite  a'h' \  elle  rencontre  les  droites  B,  C,  D  en  b" ^  c"^  d" ^ 
et  Ton  a,  d'après  le  Lemme  III, 

ac  .bd        ac"  .  b"d" 

ad .  bc         ad"  .  b"  c" 


(i)  Aperçu,  etc.,  p.  33-;i5  et  38-39.  «  Ici  se  présente  naturellement  une 
»  observation  qui  pourra  justifier  l'importance  que  nous  avons  déjà  cherclié 
»  à  donner  à  la  proposition  129  de  Pappus  et  à  la  notion  du  rapport  anhar- 

»  monique En   prenant  la  proposition  dont  il  s'agit  pour  point  de  dé- 

»  part  dans  un  essai  de  divination  dt-s  Porisnus,  nous  avons  obtenu  divers 
»  théorèmes  qui  nousontparu  répondre  aux  énoncés  en  question.  «  —  Wnv 
aussi  la  note  (3J  de  la  page  1 1  ci-dessus. 
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Mais  les  segmonis  ac" ^  h"fl"^...   sont  proportionnels  à 
a'c'^  h'd\...^  à  cause  des  parallèles   nh'\  a! h' -^  cette  équa- 


tion donne  donc  celle  qu'il  s'ai^it  de  démontrer. 

Corollaire  II.  Quand  quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD 
concourent  en  un  même  point  S,  si  Von  mène  une  droite 
qui  les  rencontre  en  quatre  points  a,  b,  c,  d,  et  une  paral- 
lèle à  SD,  qui  rencontre  les  trois  autres  en  a',  b',  c',   on 


aura,  entre  ces  deux  séries  de  points,  la  relatiot 


ab  ^  dh 
ac   '  (le 


a'b' 


En  effet,  que  par  le  point  a  on  mène  à  la  droite  a'b'  une 
parallèle  qui  rencontre  SB  et  SC  en  h"  et  c" .  On  a,  d'après 
le  Lemme  XI , 

ab  ^db  _  ab" 

ac  *  de         oc" 


Mais,  à  cause  des  parallèles,  --,  =  -7-7-  Donc,  etc. 

G. 


a_b^ 
a?' 
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Corollaire  III.  Quand  on  a  (juatre  droiles  A,  B,  C,  D, 
partant  d'un  même  point,  et  quatre  autres  droites  h! ^  B', 
Q! ,  D'  partant  aussi  de  ce  point  ou  d'un  autre  quelcon- 
que^ en  jaisant  entre  elles,  deux  à  deux,  des  angles 
égaux  aux  angles  des  premières ,  si  Von  mène  deux 
transversales  quelconques  qui  rencontrent  respectii^ement 
ces  deux  systèmes  de  quatre  droites  dans  les  points  a,  b,  c, 
d  et  a',  b',  c',  d',  on  aura  l'équation 

ac      bc         a' c'      b' c'  nc.bd        a'c'.b'd' 


ou 


ad'bd        a'd'b'd'  ad.bc         a'd'.b'c' 

En  efiel,  si  les  angles  des  droites  A',  B^  C,  D'  sont  for- 
més dans  le  môme  sens  de  rotation  que  (X'ux  des  droites  A, 
B,  C,  D,  on  pourra,  à  eause  de  Tégalité  des  angles  des  deux 
faisceaux  de  droites,  superposer  le  second  sur  le  premier, 
c'est-à-dire  le  placer  de  manière  que  les  quatre  droites 
A',  B',  C,  D'  coïncident  respectivement  avec  les  quatre  A, 
B,  C,  D.  Alors  ré({uation  qu'il  s'agit  de  démontrer  sera 
celle  du  Corollaire  I. 

Si  les  angles  d<>s  droites  A',  B',  C,  D'  ne  sont  pas  dans  le 
même  sens  que  ceux  des  droites  A,  B,  C,  D,  il  est  clair  que 
l'équation  a  encore  lieu,  car  on  ramène  ce  cas  au  précé- 
dent, en  supposant  qu'on  fasse  tourner  le  plan  du  second 
faisceau  autour  d'une  droite  fixe  quclcojique  de  ce  plan, 
jusqu'à  ce  que,  après  une  rotation  de  180  degrés,  il  re- 
vienne coïncider  avec  le  plan  du  premier  faisceau. 

Donc,  etc. 

§  XIU.  —  Usage  des  XXXVIII  Lemmes  de  Pappus  pour  le  rétablis- 
sement des  trois  Livres  de  Porismes. 

Nous  avons  dit  (§§II  et  XI)  que  la  plupart  des  Porismes 
transmis  par  Pappus  expriment  des  relations  de  segments 
([ui  se  rapportent  aux  divisions  homographiques  sur  deux 
droites  ou  sur  une  seule. 
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Après  avoir  reconnu  ce  caractère  général,  nous  eûmes  à 
soumettre  chaque  énoncé  énigmatique  à  différentes  hypo- 
thèses pour  en  tirer  les  propositions  ou  Porismes  qu'il  pou- 
vait renfermer  :  il  fallait  y  distinguer   surtout  les  choses 
variables  de  celles  qui  restent  fixes  et  constantes  *,  les  choses 
données  de  fait,  des  données  virtuelles  ou  à  trouver^  les  cas 
divers  où  les  segments  que  l'on  considère  sont  formés  tantôt 
sur  deux  droites,  tantôt  sur  une  seule-,  où  ils  ont  une  ori- 
gine fixe,  et  où  les  deux  extrémités  sont  variables,  etc.  C'est 
après  de  nombreux  essais,  que  nous  sommes  parvenu  à  nous 
lixer  sur  le  sens  précis  que  nous  devions  donner  à  chaque 
énoncé  de  Pappus  et  sur  les  fli  verses  propositions  ou  Porismes 
qui  découlaient  de  cette  interprétation  ou  pouvaient  s'y  rat- 
tacher. Puis  il  fallait  une  démonstration  de  chacune  de  ces 
propositions.  Cette  démonstration  eût  été  faciles  pour  le  très- 
grand  nombie  de  celles  qui  se  rattachent  aux  divisions  ho- 
mographiques^  car  il  suffisait  d'exposer  d'abord,  comme 
nous  l'avons  fait  dans  le  Traité  da  Géoniéuic  supérieure^ 
une  théorie  générale  de  ces  divisions.  C'est  ainsi  que  nous 
avions  procédé  quand  nous  avons  écrit  la  INote  de  Y j4 perçu 
histojique  sur  lea  Porismes  (i).  Mais  depuis,  en  nous  prépa- 
rant à  mettre  au  jour  cet  essai  de  rétablissement  conjectural 
de  l'ouvrage  d'Euclide,  nous  avons  craint  que  ces  démons- 
trations faciles,  fondées  sur  des  théories  modernes,  ne  don- 
nassent lieu  à  quelques  doutes  sur  la  coïncidence  de  nos  idées 
avec  celles  du  géomètre  grec,  et  ne  fussent  le  sujet  d'objec- 
tions spécieuses  contre  les  probabilités  de  notre  réussite 
dans  ce  travail  de   divination.  Cette  considération  nous  a 
décidé  à  ne  plus  invoquer  la  théorie  générale  des  divisions 
homographiques,    et  nous  nous  sommes  astreint  à  refaire 
pour  chaque  Porisme  de  nouvelles  démonstrations  directes 
et  spéciales,  ne  reposant  que  sur  des  principes  et  des  pro- 

(i)  Aperçu,  (le,  Y-   '  j  \-i'>\ 
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positions  que  l'on  pût  regarder  comme  familières  à  Eu- 
clide. 

Nous  avions  sans  doute  à  craindre  d'entreprendre  un 
travail  qui  ne  fût  pas  sans  difficultés.  Mais  heureusement 
les  Lemmes  de  Pappus,  qui  déjà  dans  l'origine  avaient 
servi  puissamment  à  nous  dévoiler  le  caractère  général  des 
Porismes  d'Euclide,  nous  ont  encore  été  ici  d'un  grand 
secours.  Non-seulement  chaque  Lemme  nous  a  fourni  le 
sujet  d'un  ou  de  plusieurs  Porismes  qui  s'en  pouvaient 
conclure  sans  autre  démonstration,  mais  nous  avons  reconnu 
dans  plusieurs  de  ces  propositions  des  éléments  de  dé- 
monstrations propres  à  presque  tous  les  autres  Porismes. 
Il  nous  a  suffi  d'ajouter  aux  trente-huit  Lemmes  de  Pappus 
les  trois"  corollaires  qui  terminent  le  paragraphe  précé- 
dent. 

Sans  autre  secours  que  ces  trente -huit  Lemmes  et  ces 
trois  corollaires,  et  en  nous  renfermant  strictement  dans 
les  XXIX  genres  décrits  par  Pappus,  nous  avons  obtenu 
deux  cents  et  quelques  Porismes,  dont  le  très-grand  nom- 
bre, sinon  tous,  pouvaient  entrer  dans  l'ouvrage  d'Euclide. 
Nous  nous  proposions  d'abord  d'en  écarter  une  quarantaine, 
pour  en  réduire  le  nombre  aux  171  annoncés  par  Pappus. 
Mais  nous  avons  éprouvé  quelque  embarras  quand  il  s'est 
agi  de  faire  cette  exclusion,  et  nous  avons  préféré  en  laisser 
le  soin  aux  géomètres  qui  nous  liront,  nous  réservant  de  > 
profiter  de  leur  jugement. 

Qu'on  ôte,  ou  non,  de  ces  propositions,  nous  espérons 
qu'on  reconnaîtra  que  les  démonstrations  de  toutes  ne  s'é- 
cartent pas  des  éléments  contenus  dans  les  Lemmes  de  Pap- 
pus, et  ne  dépassent  pas  les  connaissances  qu'Eudide  pou- 
vait supposer  à  ses  lecteurs.  Nous  devons  prévenir  toutefois 
que  quelques  Porismes  seront  présentés  sous  un  énoncé  plus 
général  que  celui  qui  devait  probablement  se  trouver  dans 
l'ouvrage  grec.  Car  on  conçoit  que  pour  éviter  certaines  dif- 
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licultés,  provenant  principalemenl  de  la  direction  des  seg- 
ments dans  les  figures,  difficultés  dont  la  Géométrie  moderne 
estairranchie,  à  son  grand  avantage,  Euclide  a  dû  souvent 
adapter  les  énoncés  de  ses  propositions  à  des  figures  spé- 
ciales ou  particulières.  Mais  le  caractère  propre  de  ces  pro- 
positions n'en  était  nullement  altéré. 

§XIV.  —  Énoncés  des  trente-huit  Lemmes  de  Pappus  sur  les 
Porismes  d'Euclide. 

ï.  Lemme  pour  le  premier  Porisme  du  T  '  J Jvre.  Soit  la 

AF        AD 
figure  ABCDEFG^  et  soit  —  —  —  •  Qu'on  joigne  HK-,  je 

dis  que  HK  est  parallèle  à  AC. 


II.    Lemme  pour  le  deuxième  Porisuie.  Soit  la  figure 
ABCDEFGH^  que  AF  soit  parallèle  à  DB,  et    qu'on  ait 

-^=^  -—:    les  trois  points  H,  K,  F  seront  en  ligne  droite. 


111.  S/  les   trois   droiles  AB,  Al-,  Al)  soni  coupées  par 
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les  deux  HE,  HD,  je  dis  que  le  rectangle  construit  sur 
HE,  GF  est  au  rectangle  sur  HG,  FE,  comme  le  rectangle 
5MrHB,  DC  est  au  rectangle  surHD,  BC. 


C'est-à-dire  que 

HE.GF       HB.DC 
HG.FE 


ou 


HB     CB 
HD  *  CD 


HE     FE 
HG*FG* 


HD.BC 

IV.    Soit,    dans    la  figure    ABCDEFGHKL , 

AF  ■  BC  _  AF.DE 
AB  .  FC  ~"  AD.EF' 

Je  dis  que  les  trois  points  H,  G,  F  sont  en  ligne  droite 


V.  Soit  la  figure   ABCDEFGH,    dans  laquelle  on  a 
AB 
BC' 


— —  =  — •  Je  dis  que  les  trois  points  A^  G,  H  sont  en  ligne 


droite. 


(89)^ 
VI.  Que,  dans  la  même  figure,  DF  soit  parallèle  à  AC; 
/e  dis  que  AB  =  BC.  Et  5/  AB  ==  BC,  je  dis  que  DF  est  pa- 
rallèle à  AC. 


VIL  Qwe,  dans  la  même  figure  encore,  BD  soit  troi- 
sième proportionnelle  aux  deux  CB,  BA  ;  je  dis  que  FG  est 
parallèle  à  AC. 


VIIL  Si,  dans  la  figure  ABCDEFG,  DE  est  parallèle  à 
BC,  et  EG  parallèle  à  BF,  DF  sera  parallèle  à  CG. 


IX.  Dans  le  triangle  ABC  on  mène  les  droites  AD^  AE 


n         D      H 
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et  la  droite  FG  parallèle  à  BC,  puis  les  droites  FH,  GH. 

oz  — —  =  TT— ••  ]e  dis  que  KL  est  parallèle  a  BC. 

X.  On  coupe  les  deux  droites  BAE,  DAG  par  les  deux 
HD,  HE  [sur  lesquelles  on  prend  les  deux  points  C,  F). 
^.  ,,  DH.BC       HG.FE      .      ,.  ,  . 

^'^  '^  r)f   RH  ^^  ÏÏF~Fr  '  ^^  '^"^  ^''^^'^  points  C, 

A,  F  50A^^  eAi  //'^/le  droite. 


XI.  ^o/f  Ze  tiiangle  ABC  :  o/z  mè/?e  AD  parallèle  à  BC, 
(^?^  Z£/ie  droite  DE  ^t/ï  rencontre  BC  e/z  f^«  point  E.  ^e  r//5 

,,  DE.FG       CB 

'  EF.GD       BE 


XII.   Ces  choses  étant  démontrées^  il  faut  faire  voir  que 
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si  deux  droites  parallèles  AB,  CJ)  sont  coupées  par  d' autres 
AD,  AF,  BC,  BF,  puis^  quon  mené  les  Jez/xED,  EC,  les 
trois  poinfsG,  M^  K  seront  en  ligne  droite. 

XIII.  Alais  que  les  droites  AB,  CD  ne  soient  pas  paral- 
lèles et  qu^ elles  concourent  en  un  point  N  :  je  dis  que  les 
trois  points  G,  M,  K  seront  encore  en  ligne  droite. 


c  F  D 

XIV.   Soit  AB  parallèle  à  CD,   et  que  l'on  mène  AE, 

BC;    si   l'on   prend   sur  BC   le  point  F    tel ^   qu'on    ait 

DE        CB.GF     .      ,.  ,  .         .     ,-,    ,, 

;--  =  •  ^^  ^^^  ,  je  dis  que  tes  trois  points  A,  r ,  D  sont  en 

EC        FB.CG    ^  '  ' 

ligne  droite. 


XV.   Cela  étant  admis,  soit  AB  parallèle  à  CD,  et  que 
(las points  E,  F  pris  sur  ces  droites)  Ton  mène  les  droites 

A_  E  H 


(9^) 
FA,  FB,  EC,  ED,  puis^  qu  on  joigne  les  deux  BC,  GK;  je 
dis  que  les  trois  points  A,  M,  D  sont  en  ligne  droite. 

X\  I.    Quand  deux  droites  AB,  AC  sont  coupées  par  deux 
autres  DB,  DE  menées  d'un  point  D,  si  sur  celles-ci  on 

,  ,  •       /-    TT      I  r  EG.FD        BH.CD 

prend  deux  points  Lr,  li  tels^  que  l  on  ait  =■  -—  •> 

je  dis  que  les  trois  points  A,  G,  H  sont  en  ligne  droite. 


XVn.  Mais  que  CD  ne  soit  pas  parallèle  à  AB,  et  que 
ces  droites  concourent  en  un  point  N  [je  dis  que  les  points 
A,  M,  D  seront  encore  en  ligne  droite). 


XVIII.  Soit  le  triangle  ABC  ;  AD  parallèle  à  BC,  et  que 


B    G 


(y3) 

7 

l'on  mena  DE,  FG,  de  manière  nue  Von  ait   — '- —  =  —  ; 

je  dis  que  si  Von  mène  BD,  les  trois  points  H,  K,  C  seront 
en  ligne  droite. 

XIX.   Quand  trois  droites  nl]j  AC,  AD  sont  coupées  par 
deux  autres  EF,  EB  menées  par  un  point  c/uelconnue  E, 

ED 


.,,  EF        EH     .      ,.  ,,  EB 

SI  l  on  a  -rrr  =  rrrr  '  7^  dis  que  i  on  aura  ■—- 

Hfnr  HIr         '  '  ]j  (J 


FG       HG 


XX.  Soie/it  deux  triangles  ABC,  DEF  dont  les  angles 
A,  D  sont  égaux ^  je  dis  que  le  rapport  des  rectangles 
AB.  AC,  DE.DF  est  égal  à  celui  [des  aires)  des  triangles. 


XXI.    Que  les  angles  A  et  D  J'assent  ensemble    drux 


(S4  ) 

angles  droits,  je  dis  que  le  rapport  des  rectangles  AB .  AC, 
DE.DF  est  encore  égal  au  rapport  des  {^aires  des)  deux 
triangles. 

XXII.  Soit  une  droite  AB  sur  laquelle  on  prend  deux 

points  C,  D,  tels^  que  Von  ait  i  AB.CD  =  CB^  je  dis  que 
ro/2aÂD'=ÂcVDB\ 

A_ C U       B 

XXIII.  Si  BA .  BC  =  BD,  je  dis  que  Von  a  ces  trois  éga- 
lités : 

(AD-hDC).BD  =  DA.DC,     (AD  +  DC).CB  =  Dc', 

(AD-hDC).AB==ÂD'. 


XXIV.  Soit  la  droite  AB,  et  deux  points  C^  D,  tels,  que 
l'on  ait  CD  =  2  AC.DB,  je  dis  que  Von  aura 
ÂB  =  ÂD  V  Cb'. 


c       D 
-• •— 


XXV.  Soit  BA  .BC  =  BD  ;  je  dis  quon  a  les  trois  éga- 
lités : 
(AD  — DC).BD  =  DA.DC:     (AD  — DC).CB  =:Dci 

(AD  — DC)  BA=:Âd'. 


XXVI.   Si  Von  a  —-=  z=Zî  î  je  dis  que  l'on  aura 
^^        DC 

BA.BC=:Bd'. 


XXVII.   Soà  encore 


i  9^  ) 
AB         AD 


BC 


DC 


,^  ]  je   dis   que  Ion  aura 


BA.BC  =  BD. 

A  n  G 


XXVIII.  Si  les  droites  DA,  DC  touchent  le  cercle  ABC, 
et  que  Von  mène  AC  (e«DEB),7e  dis  que  Von  aura 


BD  _  BF 
DK  ~  FË* 


XXIX.  Problème.  Un  arc  de  cercle  étant  décrit  sur  la 
ligne  AB,  y  inscrire  les  cordes  AC,  CB  qui  soient  entre 
elles  dans  un  rapport  donné. 


XXX.  Soit  un  cercle  dont  le  diamètre  est  AB;    quoii 
mène  une  corde  DE  perpendiculaire  au  diamètre,  et  une 


(96) 
autre  corde  DF  ;  quon  joigne  EF  qui  prolongée  rencontre 

le  diamètre  en  G  5  je  dis  quon  aura  ——  =  — • 

XXXI.  Soit  un  demi-cercle  décrit  sur  AB;  quon  mène 
par  les  points  A,  B  les  droites  ]]D,  AE  perpendiculaires 
sur  AB5  puis  la  droite  DE,  et  en  son  point  F  (situé  sur  le 
cercle)  la  perpendiculaire  FG  qui  rencontre  le  diamètre 
AB  eA^  G  :  je  dis  que  Von  aura  AE .  BD  =  G  A .  GB. 


XXXII.  Soit  le  triangle  ABC,  dont  le  côté  AB  est 
égal  à  AC  ;  si  par  un  point  D,  pris  sur  le  prolongement  de 
AB  on  mène  DY,  faisant  le  triangle  BDE  égal  en  surface 
au  triangle  x\BC  \  puis,  quon  divise  en  deux  parties  égales 
le  côté  AC  par  la  droite  BF  :  je  dis  que  Ion  aura 


FB-4-BG 

Fg 


AF 

fh' 


(1)  Simso»  remarque  (0;7tf/ a  quœdam....,  p.  5a3)  que  dans  la  démonstra- 
tion de  ceLemme,  que  donne  Pappus,  il  n'y  a  rien  qui  exige  que  le  triangle 
AKC  soit  isocèle  con)me  le  prescrit  renoncé.  Il  pense  que  le  texte  a  été  altéré 
par  l'introduction  de  cette  condition  restrictive.  Et  en  elFet,  le  Porisme  que 
nous  tirerons  de  ce  Lemmc  est  général,  quel  que  soit  le  trian^jle. 


(97  ) 
XXXIII.   Soit  un  cercle   et  une  droite  DE  perpendi- 
culaire au  diamètre  AB  prolongé;   que  Von  prejine    le 

point  G  tel,  que  Von  ait  FA  .  FB  =  FG  5  je  dis  que  si  d\ui 
point  quelconque  E  [de  la  droite  DE)  on  mène  la  droite 
EG  prolongée  jusquen  H,  on  aura 

eh.er  =  ëg\ 


XXXIV.   Si  Von  a  [entre  les  quatre  points  A,  B,  C,  D) 
— ;  :=  -—•>   et  que  le  point  E  soit  le  milieu  de  AC,  je  dis 

K  E     n         c  B 


que  Von  aura  les  trois  égalités 

EB.ED=:ÊC;     DB.DE  =  DA.DC-,     BA.BC  =  BE.BD. 

XXXV.  Cela  étante  soit  un  cercle  et  une  droite  DE  per- 
pendiculaire au  diamètre  AB  prolongé,  et  que  Von  prenne 


le  point  G  tel,  que  Von  ait  -—  =  — —  ;  je  dis  que  si  d'un 

FB         GB 


(  98  ) 
point  quelconque  de  DE,  comme  de  E,  on  mené  EG  pro- 
longée jusquen  H,   on  aura 

HE  _  HG 
ËK  "~  GK' 

XXXVI.  Soit  un  demi-cercle  décrit  sur  AB,  et  (la corde) 
CD   parallèle   à    AB5    qu^on  mène   les  perpendiculaires 


CE,  DG  ;  je  dis  que  AE  =  GB. 

XXX\II.  Soit  un  demi-cercle  décrit  ^m/*  AB  5  que  Ion 
mène  CD  d^un  point  Q  quelconque  (pris  sur  AB  prolongé), 


f?uis  la  perpendiculaire  DE;  je  dis  que  Ton  aura 
ÂC  =  CbV  (AC  -h  CB)  AE. 

XXXVIII.  Un  parallélogramme  AD  étant  donné  de 
position,  mener  d'un  point  donné  JL  (de  la  hase  BD  du 
parallélogramme)  la  droite  EF  qui  fasse  le  triangle  FCG 
égal  au  parallélogramme . 

1  A  € 
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P"  LIVRE  DES  PORISMES. 


Les  dix  cas  de  la  proposition  des  quatre  droites. 

PoRiSME  I.  —  Lorsque  deux  droites  SA,  S13  sont  cou- 
pées par  une  troisième  en  A  et  B,  si  Ton  prend  sur  celle-ci 
deux  points  P,  Q  situés,  respectivement,  du  même  côté 
des  points  A  et  B,  et  un  troisième  point  p^  situé  en  dehors 

du  segment  PQ,  et  déterminé 

par  la  relation 

PA        QB' 

nu  ensuite  on  fasse  tourner  au- 
tour de  ce  point  une  transi^ersale  gui  rencontre  les  droites 
données  SA,  SB  en  a  e£  b-,  et  qu'on  mène  les  droites  Pa, 
Qb  qui  se  coupent  en  m  :  ce  point  est  situé  sur  une  droite 
don?iée  de  position. 

En  effet,  le  Lemme  I  (proposition  127)  exprime  préci- 
sément que  la  droite  qui  joint  le  point  S  au  point  m  est 
parallèle  à  AB^  d'où  résulte  l'énoncé  du  Porisme. 

Nota.  Les  lettres  S,  A,  B,  ,0,  P,  Q,  a,  b,  m  de  notre 

figure  et  la  proportion  ^:—q^  correspondent  aux  lettres 

H,  G,  C,  A,  F,  D,  E,  B,  R  et  à  la  proportion  p^  =  5^]  <Je 

la  traduction  de  Pappus  par  Comniandin  (que  nous  citons 
toujours,  à  défaut  du  texte  resté  manuscrit). 

Nous  ferons  observer  que  le  Porisme  subsisterait,  c'esi-à- 
dire  que  le  lieu  du  point  m  serait  encore  une  droite  parai- 


K'Ie  à  Ali,  si  les  points  P,  Q  se  liouvaieiil  respeetiveiiienl 
(le  eôtés  différents  de  A  et  B,  pourvu  qu'alors  on  prît  sur  ]v 
segment  PQ,  et  non  en  dehors,  le  point  p  satisfaisant  U)u- 
jours,  bien  entendu,  à  la  proportion. 

Si  nous  n'avons  pas  fait  mention  de  ee  cas,  qui  compléte- 
rait l'énoncé  dont  le  Porisme  est  susceptible,  c  est  qu'il  n'est 
])as  indiqué  dans  les  figures  du  Lemme  de  Pappns,  qui  toutes 
(au  nombre  de  cinq)  présentent  les  points  P,  Q  du  même 
<  ôté  de  A  et  \]  respectivement. 

Il  est  à  croire  qu  Euclide,  qui  se  bornait  à  lépandre  dans 
ses  Porismes  le  germe  de  propositions  fécondes,  n'a  donné 
(ju'un  des  deux  cas  que  comporte  le  sujet,  parce  que  l'autre 
cas  ne  demandait  ancun  changement  à  la  démonstration. 

Dans  la  Géométrie  moderne,  il  n'y  a  pas  li^ii  de  distin- 

guei"  les  deux   cas  dont  il  s'agit  :  on  les  renferme  tacite- 

111  .         oP        PA  11 

ment  dans  Ja  seule  proportion  ~ —  =  — —  en  attribuant  des 

signes  aux  segments  :  car  il  résulte  de  cette  simple  conven- 
lion  (en  supposant  la  proportion  écrite  comme  on  la  voit), 
([ue  le  point  p,  qui  à  défaut  des  signes  aurait  toujours  deux 
positions,  n'en  a  plus  qu'une,  savoir:  en  dehors  des  points 
P  et  Q  (juand  les  segments  PA  et  QB  sont  dirigés  dans  le 
même  sens,  et  entre  les  points  P  cl  Q  quand  (es  segments 
sont  dirigés  en  sens  contraire. 

On  conçoit  combien  les  géomètres  grecs  ont  dû  souvent 
être  embarrassés  de  difficultés  que  ce  principe  des  signes  fait 
ilisparaîln;  dans  la  Géométrie  moderne. 

PoRïSME  II.  —  On  donne  deux  droites  SA,  SB  et  deux 
points  P,  Q;  une  parallèle  quelconque 
a  la  droite  qui  joint  ces  deux  points^ 
rencontre  les  deux  droites  données  en  a 
et  1)5  on  mène  les  droites  Pa,  Qb  qui 
se  coupent  en  m  ;  ce  point  m  est  situé 
sur  une  droite  donnée  de  position. 


I  (>  I 


La  cléinuublialicui  ^c  lioiivc  dan.>>  \v  Lciunic  IJ  (|)roposi- 
tiou  128).  Car,  d'après  ce  Lemme,  la  droUc  S  m  icncoiilrc 
la  droite  AH  en  un  point  R  déterminé  par  la  pr<)|)orllon 

BA  _  QP 


cl  <jui  par  consé(|uenl  est  fixe,  l.e  poini  f/i  se  tiouvc  donc 
snr  une  droite  SR  déterminée  d(;  position.      c.   q.    f.    d. 

Nota.  Le  quadrilatèn;  aSbni  de  notre  fi^uic,  et  les 
points  A,  h,  Q,  P,  R,  sont  dansPappus  DHHK  et  E,  A,  C, 

;,    ,.*         ,  .         .    ,  AE       CG 

(f,  r  :  et  la  proportion  ci-tlessus  est—-  ==;  — -• 

PouismeIU.  —  ÈtanL  donnés  deux  droites  purallclcs 
AX,  BY  et  trois  points  p,  P,  Q 
situés  en  ligne  droite;  si  autour 
du  point  p  on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  les 
deux  droites  en  a  e^  b,  et  qu  on 
mène  les  deux  Pa,  Qb  qui  se 
coupent  en  m  :  ce  point  ni  est  situé  sur  une  droite  donnée 
de  position . 

Conséquenee  du  Lemme  111  (proposition  129).  F^n 
effet,  qu'on  mène  par  le  point  ni  une  parallèle  aux  deux 
droites  AX,  BY,  qui  reneontre  la  droite  PQ  en  R,  et  la 
transversale  pab  en  <;;  on  a,  d'après  le  Lemme  111,  appli- 
qué aux  trois.droites  nt  Q,  mR,  mP  eoupées  par  les  deux 
droites  p  PQ,  pab, 

p  P     QP  _  p  </     hn 
pR'  QR"~  p7-    ^' 

Mais,  àcaubc  dis  parallèles,  ledeuxièiiu'  membre  est  égal 
,    oA     BA    ^ 
''  iK     Bïï'  ^''''' 

pP       Ql*  _  p  A   .    ^'^ 

^     Qïï   '  7k  '  im* 


(    I02   ) 
ou 

QR  _  P  AJQP 
BR  ~"  pPTbÂ* 

Ce  qui  prouve  que  le  point  R  est  indépendant  de  la  direc- 
tion de  la  transversale  p  ab.  Donc,  etc. 

Pqrisme  IV.  —  Étant  donnés  deux  droites  SA,  SB 
et  trois  points  p,  P,  Q  situés  en  ligne  droite;  si  autour 
du  premier  p  on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  les  deux 
droites  en  aeth-^  puis,  quon  njène 
les  droites  Pa,  Qb  qui  se  rencon- 
trent en  ni  :  ce  point  m  est  situé 
sur  une  droite  donnée  de  position. 
Ce  Porisme  est  le  cas  général  de  la  question  des  quatre 
droites.  Il  se  conclut  immédiatement  du  Lemme  IV  (pro- 
position i3o),  qui  exprime  une  des  relations  à  six  segments 
existantes  entre  les  six  points  de  section  des  côtés  et  des 
diagonales  d'un  quadrilatère,  tel  que  aSbni^  par  une  trans- 
versale. Ici  cette  relation  devient 

QP.B^.RA  =  AB.PR..6Q. 

Pappus  l'écrit  sous  loi  me  d'égalité  de  deux  rapports  de  rec- 
tangles faits  sur  les  segments,  en  y  introduisant  le  facteur 
p  R,  ainsi  : 

pQ.RP""  pB    AR' 

Le  point  m  se  trouve  donc  toujours  sur  la  droite  SR  dont 
la  position  est  déterminée  par  cette  égalité,     c.   q.   f.  n. 

Nota.  Le  quadrilatère  aShm  et  les  points  A,  B,  Q,  P, 
0,  R  sont  dans  Pappus  K(iLH,  et  E,  1),  H,  C,  A,  F,  et  la 
relation  de  segments  est  ? 

^  AF . BC        Aï  , DE 


AR    FC        y\n    FF 


{  ">^  ) 

PoRiSME  V.  —  Lorsque  deux  droites  SA,  S^  en  veticon- 
trent  une  troisième  en  A  et  B,  si  Von  prend  sur  celle-ci 
deux  points  p,  P,  tels,  que  l'on  ait    * 


PA 


qu  autour  du  point  p  on  fasse  tourner  une  droite  qui  ren- 
contre SA,  SB,  en  a,  b,  et  quon  mène  les  deux  droites 
Pa,  Ab  qui  se  coupent  en  m  :  ce  point  sera  sur  une  droite 
donnée  de  position. 


p 


PORKME  VI. 


En  effet,  d'après  le  Lemme  V  (proposition  i3i),  les  trois 
points  p^  S,  m  sont  sur  une  môme  droite;  c'est-à-dire  que 
le  point  m  est  situé  sur  la  droite  ^S  donnée  de  position. 

c.  Q.  F.  D. 
-  Étant  données  deux  droites  SA,  SB, 
si  Von  mène  parallèlement  à  la  base  AB 
une  droite  qui  les  j encontre  en  a  eZ  b; 
puis  y  les  deux  droites  Ab  et  Ba  qui  se 
coupent  en  Wi  :  ce  point  m  est  situé  sur 
une  droite  donnée  de  position. 

Ce  cas  est  la  conséquence  immédiate  du 
Lcinme  \I  (proposition  iSa)  <]ui  exprime  que  quand  les 
côtés  d  un  triangle  sont  coupés  par  une  parallèle  à  la  base, 


(  io4  ) 

les  droites  menées  des  extrémités  de  la  base  aux  deux  points 
de  section  des  côtés,  se  rencontrent  sur  la  droite  menée  du 
sommet  au  milieu  de  la  base. 

Observation.  Quelque  simple  et  élémentaire  que  soit  ce 
cas  particulier,  il  n'y  a  pas  de  raison  de  croire  qu'il  ne  figu- 
rait pas  dans  l'ouvrage  d'Euclide,  puisque  Pappus  a  jugé  à 
propos  de  donner  un  Lenime  non  moins  simple,  qui  en  est 
l'expression  évidente. 

De  plus,  il  esta  considérei"  qu'au  temps  d'Euclide  on  ne 
regardait  pas  deux  droites  parallèles  comme  présentant  un 
cas  particulici-  de  deux  droites  concourantes  en  un  point,  ni 
comme  donnant  lieu,  dans  une  proposition  de  Géométrie, 
aux  mêmes  conséquences  que  ces  dernières.  Il  fallait  tou- 
jours une  démonstration  spéciale,  qui  pouvait  différer  de  la 
démonstration  du  cas  des  droites  concourantes^  et  c'est  ce 
qui  a  lieu  dans  ce  Porisme. 

Il  parait  que  ce  fut  Desargues,  qui,  vers  le  premier  tiers 
du  xvii'  siècle,  introduisit,  à  cet  égard,  dans  la  Géométrie 
des  idées  de  généralisation  si  heureuses  et  si  conformes  à 
l'esprit  des  Mathématiques  (  i ) . 

PoiiiSME  MI.  —  Deux  droites  SA,  SB  sont  données,  et 
sur  une  transversale  AB  on  prend  deux  points  p^  P,  tels, 

p~Â=^P.pB; 

si  autour  du  point  p  on  fait  tour- 
ner une  droite  qui  rencontre  SA, 
SB  en  a  e^  b-,  puis,  qu'on  mène  les 

deux  droites  Pa,  Ab  qui  se  coupent  en  m  :  ce  point  m  sera 

situé  sur  une  droite  donnée  de  position. 

Ce  Porisme  est  la  conséquence  immédiate  du  Lemme  VII 

;i)    \  .  Traite  des  piOfriclc.^  fi  njrctivcs  des  Jii^ui  es,  dc  M.  rontclcl,  |>.  ilS  et 
^f).  -  ■  Af'-nii  hisiorif/ue,  p.  7''. 


(    inb    ) 
(proposition  i33),  d'après  lequel  la  droite  Sm  est  parallèle 
à  la  base  AB. 

Nota.  Les  lettres  S,  A,  B,  P,  ^,  «,  b^  m  de  la  présente 
figure  sont  F,  A,  D,  C,  B,  E,  H  et  G  dans  Pappus. 

Observation.    En    s'appuyant  sur  la    réciproque  de  ce 
Lemme  VII,  on  en  conclurait  le  Porisme  suivant  . 
'^      Étant  données  deux  droites  SA,  SB,  et  sur  la  droite 
AB  un  point  P,  on  mène  à  AB,  des 
parallèles    dont    chacune    rencontre 
5  SA,  SB  en  a  e/  b;  puis,  on  joint  les 

points  A  et  b,  P  et  a,  par  des  droites 
qui  se  coupent  en  m  :  ce  point  est  situé 
sur  une  droite  donnée  de  position. 
En  effet,  d'après  la  réciproque  du  Lemme,  la  droite  S  m 
rencontre  la  base  AB  en  un  point  fixe  R  que  détermine 
la  relation 

RÂ'==:RB.RP. 

PouiSME  VIII.  — •  Quand  deux  droites  SA,  SB,  sont 
données,  ainsi  que  deux  points  /3,  Q  ^  si  autour  du  point  p 
on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  les  deux 

droites  en  deux  points  a,  b^  que 
par  le  premier  on  mène  une  pa- 
rallèle aV  à  la  droite  pQ^^  et  par 
le  deuxième  la  droite  bQ  qui 
coupe  la  parallèle  en  m  :  ce  point 
m  est  situé  sur  une  droite  donnée 
de  position . 
Soit  R  le  point  d'intersection  des  droites  Sm  et  AB,  et 
c  celui  de  aV  et  SB:  on  a,  par  les  triangles  semblables, 


Don» 


AR 

AR  " 

a  m 
ne 

0  Q         am 
0  R          ne 

AR 
AB 

Rp 
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Ainsi  la  droite  S  m  passe  toujours  par  un  même  point  R 
déterminé  par  cette  proportion;   et  le  point  m  se  trouve 
sur  une  droite  donnée  de  position.  c.   q.   f.  d. 

Autrement.  La  démonstration  du  Porisme  se  peut  encore 
conclure  de  la  réciproque  du  I*^'^  Lemme  de  Pappus  ;  la  pro- 
portion qui  vient  d'être  démontrée  résulte  du  parallélisme 
des  lignes  pQ  et  am,  d'après  cette  réciproque.  ■ 

Nota.  Le  quadrilatère  aSbm  et  les  points  A,  B,  Q,  jO,  K 
sont  indiqués  dans  Pappus,  KEBH  et  F,  A,  C,  D,  G 5  et  la 
proportion  est 

AF  _  AD 

FG  ""  DC' 

Elle  répond,  letLie  pour  lettre,  à  la  précédente  renversée 
BA  _  Bp 
ÂR~~  q7' 

PoRiSME  IX.    —  Etant  donnés  deux  droites  SA,  SB  et 
trois  points  |ji,  P,  Q  situés  sur  une  troisième  droite  paral- 
lèle à  Vune  des  premières  SB,  autour  du  point  p  on  fait 
tourner  une  droite  qui  rencontre  SA, 
SB  en  a  ef  b;  par  ces  points  on  mène 
les  droites  aP,  bQ  qui  se  coupent  en 
un  point  ni  :  ce  point  est  sur  une 
droite  donnée  de  position. 
En  elVet,  menons  la  droite  Sm  qui  rencontre  PQ  en  R. 
On  a  dans  le  triangle  ASR  coupé  par  la  droite  Pma, 
PA     wR     «S  _ 
PR  *  /A?  S  '  «Â  ""  '  ' 

Or,  eu  vertu  des  triangles  semblables, 

w  R  _  QR  ^  _  5i 

L'équation  précédente  devient  donc 
PA  QR  S^  _ 
PR'  S^  ■  Ap  ~  *' 
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PR        PA 

•      QR  =  V 

Ainsi  le  point  R  est  donné,  c'est-à-dire  que  sa  position 
est  fixée  par  les  conditions  seules  de  l'énoncé  :  ce  (jui  dé- 
montre le  Porisme. 

Ohseivation.  Le  théorème  cité  sur  le  triangle  coupé  par 
une  transversale,  était  bien  connudes  Anciens.  On  le  trouve, 
comme  on  sait,  dans  les  Sphériques  de  Ménélaus  et  dans 
V  Alniageste  de  Plolémée.  Pappus  le  démontre  dans  son 
VHP  Livre  (  i  ) -,  il  s'en  sert  pour  la  démonstration  du 
P'  Lemme  sur  les  Porismes  ^  el,  de  plus,  dans  le  cours  de 
celle  du  I\'  Lemme,  il  établit  la  réciproque,  en  faisant 
voir  que  si  trois  points  pris  sur  les  côlés  d'un  triangle 
satisfont  à  la  relation  de  segments  qui  constitue  le  théo- 
rème en  question,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite  (2). 
Il  y  a  lieu  de  penser  (pi'Euclide  lui-même  faisait  usage  du 
théorème  ,  et  que  c'est  par  cette  raison  que  Pappus  ne 
fait  pas  difficulté  de  l'employer  dans  ses  Lemmes  sans  le 
•démontrer. 

PoiiiSME  X.   —  Étant  donnés  deux  droites  parallèles 

AX,    BY,   et  trois  points  ^o,    P,   Q  situés  sur  une  même 

droite  parallèle  aux  premières,  autour  du  point  p  on  fait 

tourner  une  droite  nui  rencontre  AX,  BY 

^7J  en  a  etb]  par  ces  points  on  mené  les  deux 

' ^\lrn ~  droites  aP,  bQ  qui  se  coupent  en  m  :  le 

/       J^.^  lieu  de  ce  point  est  une  droite  donnée  de 

P  ^     ^  position. 

Va\  ell'et,  on  a  dans  le  triangle  phi^  coupé  par  la  droite 

V  ma 

m  h         ni)     Pu 

(1)  Aperçu  historique^  p.   •.>9i. 
-m  (j)  M.  Breton  (de  Champ)  a  fait  celle  remarque;  V.  Joui  nul  de  Mathcmw 
liqucs  de  M.  I-iouvillo,  t.  X\,  ann.  i855,  p.  r.xo  et  tï^. 
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Le  deuxième  membre  de  eelle  égalité  est  consiuul.  Doiu 
le  rapport  de  mb  k  m  Q  est  constant,  flone  le  point  m   est 
sur  une  droite  parallèle  à  BY,  et  déterminée  de  position. 

C.    Q.     F.     D. 

Observations  relatives  aux  dix  l\)risnics  précédents. 

Tels  nous  paraissent  être,  parmi  les  cas  très-multipliés 
de  la  question  des  quatre  droites,  les  dix  cas  qui  se  sont 
trouvés  dans  les  Porismes  d'Euclide.  Les  sept  premiers  se 
concluent  si  naturellement  des  sept  premiers  Lemmes  de 
Pappus,  que  nous  avons  dû  voir  dans  ce  fait  une  raison 
décisive  pour  fixer  notre  choix  et  adopter  l'ordre  dans 
lequel  nous  les  avons  placés;  d'autant  plus  que  les  Lem- 
mes qui  viennent  ensuite  donnent  lieu,  dans  l'ordre  même 
de  Pappus,  à  des  Porismes  qui  appartiennent  aux  genres 
qu'il  a  décrits  subséquemment,  comme  nous  l'avons  déjà' 
dit(§X,ii). 

Mais  il  ne  suffisait  pas,  selon  nous,  d'avoir  rétabli  d'une 
manière  très-probable  ces  dix  Porismes.  Pourquoi  Euclide 
avait-il  choisi  ces  propositions  seules?  Pourquoi  avait-il 
exclu  les  autres?  C'est  ce  qu'il  fallait  examiner.  Cette  étude 
sur  la  pensée  et  l'œuvre  d'Euclide  n'était  pas  sans  intérêt. 
Voici  les  considérations  auxquelles  elle  nous  a  conduit. 

On  remarque  qu'il  existe,  dans  toutes  les  figures  des  pro- 
positions dont  il  s'agit,  d'une  part,  un  quadrilatère  Samb 
(sauf  le  nombre  relativement  petit  des  cas  où  les  deux  droi- 
tes données  SA,  SB  sont  parallèles,  ce  dont  nous  parlerons 
plus  lard);  et  d'autre  part,  trois  points  p,  P,  Q  situés  tou- 
jouis  en  ligne  droite,  et  que,  pour  abréger,  nous  appelle- 
rons pôles.  La  diversité  des  Porismes  aux(|uels  donne  lieu 
la  question  doit  donc  ])rovenir  des  différentes  positions  que 
la  droile  des  pôles  peut  prendre  par  rapport  au  cptadrila- 
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Euclitle  parait  s'ètni  proposé  de  pii'sciilor,  outre  le  cas 
général,  trois  classes  de  cas  particuliers  bien  distingués  par 
les  positions  de  cette  droite.  Premièrement,  la  droite  des 
pôles  est  parallèle  aux  côtés  et  aux  diagonales  du  quadrila- 
tère Sanih'^  secondement,  cette  droite'passe  par  un  ou  par 
deux  des  trois  points  de  concours  soit  des  côtés  opposés, 
soit  des  diagonales  du  quadrilatère:  et  troisièmement,  ces 
deux  conditions  sont  simultanées,  c'est-à-dire  que  la  droite 
des  pôles  passe  par  un  ou  pai-  deux  de  ces  trois  points  de 
concours,  et  est  en  même  temps  parallèle  à  un  côté  ou  à 
une  diagonale. 

Ajoutons  que  dans  l'énumération  des  cas  auxquels  don- 
nent lieu  ces  trois  hypothèses,  l'auteur  des  Porismes  a  écarté 
tous  ceux  dont  la  démonstration  serait  la  même  que  celle 
d'un  cas  déjà  donné. 

Ce  sont,  je  ne  puis  en  douter,  ces  motifs  qui  ont  dirigé 
Euclide  dans  le  choix  de  ses  dix  Porismes. 

En  effet,  le  cas  général  est  le  Porisme  IV  qui  repose  sur 
la  relation  générale  à  six  segments  entre  les  six  points 
de  section  des  côtés  et  des  deux  diagonales  du  quadrila- 
tère par  la  ligne  des  pôles. 

Dans  le  Porisme  I,  la  diagonale  S  m,  c'est-à-dire  la  droite 
lieu  du  point  ///,  se  trouve  parallèle  à  la  ligne  des  pôles.  Pour 
(pie  cela  arrive,  il  faut  qu'il  y  ait  entre  les  trois  pôles  une 
certaine  relation  qui  fait  le  sujet  du  Lemme  I. 

Dans  le  Porisme  II,  la  droite  des  pôles  est  parallèle  à 
l'autre  diagonale  <2^  du  quadrilatère^  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  point  p  est  à  l'infini. 

Dans  le  Porisme  VIII,  la  droite  des  pôles  est  parallèle  au 
côté  «m  du  quadrilatère,  auquel  cas  le  point  P  est  à  Tinlini. 

Dans  le  Porisme  IX,  la  droite  des  pôles  est  parallèle  à  la 
droite  SB. 

Tels  sont  les  quatre  cas  auxquels  donne  lieu  la  première 
des  positions  caractérisées  ci-dessus,  c'est-à-dire  le  parallé- 
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lisme  de  la  droite  des  pôles  avec  Tun  des  côlés  ou  l'une  des 
diagonales  du  quadrilatère. 

Trois  Porismcs  se  rapportent  aux  doux  autres  positions 
indiquées. 

Dans  le  Porisme  V,  la  droite  des  pôles  contient  à  la  fois 
1(»  point  de  concours  des  deux  diagonales  S/?/,  ah  et  celui 
des  deux  côtés  S«,  bm\  il  en  résulte  que  la  droite  lieu  du 
point  m,  passe  par  le  point  p,  en  même  temps  que  le  point 
Q  coïncide  avec  le  point  A. 

Dans  le  Porisme  \I,  la  droite  des  pôles  passe  par  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  Sanib^  et 
est,  en  même  temps,  parallèle  à  la  diagonale  ab  \  en  d'autres 
termes,  les  pôles  Q  et  P  coïncident,  respectivement,  avec 
les  points  A  et  B,  et  le  point  p  est  à  l'infini. 

Dans  le  Porisme  VII,  enfin,  la  droile  des  pôles  passe  par 
le  point  de  concours  des  côtés  Srt,  hin  (de  sorte  que  Q 
coïncide  avec  A),  et  elle  est  parallèle  à  la  diagonale  Sm. 

Ces  huit  Porismes  dérivent,  comme  on  le  voit,  de  la  con- 
sidération du  quadrilatère  S  rt/7^Z>.  Les  Porismes  III  et  X,  qui 
complètent  le  nombre  des  dix  cas  annoncés  par  Pappus,  se 
rapportent  aux  cas  dans  lesquels  le  quadrilatère  cesse  d'exis- 
ter parce  que  les  deux  droites  SA,  SB  sont  parallèles.  C'est 
ce  que  nous  pouvons  exprimer  simplement  aujourd'hui  en 
disant  que  le  sommet  S  du  quadrilatère  se  trouve  à  l'infini. 

Revenons  au  quadrilatère  pour  rechercher  les  cas  omis 
par  Euclide.  Ce  sont  tous  ceux  qui  résultent  des  positions 
suivantes  de  la  droite  des  pôles  :  i^  quand  cette  ligne  passe 
simplement  par  un  seul  des  trois  points  de  concours  des 
côtés  opposés  ou  des  diagonales  du  quadrilatère,  sans  qu'on 
l'assujettisse  à  être  parallèle  à  aucun  côté;  2°  quand  elle 
passe  par  les  deux  points  de  concours  des  côlés  opposés,  sans 
condition  de  parallélisme:  3°  lorsqu'enfin  elle  passe  par  le 
sommet  S  du  quadrilatère,  avec  ou  sans  condition  de  pa- 
rallélisme. 
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Telles  sont  les  trois  espèces  de  positions  omises  par  Eu- 
i^lide.  Voici  les  raisons  de  celte  omission. 

Pour  la  première  espèce,  la  démonstration  est  absolument 
la  même  que  pour  le  cas  général  (Porisme  IV  )  -,  car  l'équation 
à  six  segments  sur  laquelle  repose  la  démonstration,  subsiste 
entre  les  six  mêmes  segments,  quand  la  transversale  qui 
coupe  le  quadrilatère  passe  par  un  point  de  concours,  soit 
de  deux  côtés  opposés,  soit  des  deux  diagonales.  Aussi 
voyons -nous  que  Pappus  a  compris  ce  cas  particulier  dans 
son  Lcmme  IV,  en  le  représentant  par  une  des  huit  figures 
auxquelles  la  démonstration  s'applique. 

Dans  la  deuxième  espèce  la  démonstration  subsiste  encore^ 
seulement  la  relation  à  six  segments  se  réduit  à  quatre,  parce 
que  deux  segments  deviennent  égaux  (sans  être  infinis). 

Enfin,  si  Euclide  n'a  pas  considéré  les  positions  qui 
feraient  passer  la  droite  des  pôles  par  le  sommet  S  du  qua- 
drilatère, c'est  que  les  Porismes  qui  peuvent  en  résulter  ne 
seraient,  à  Tégard  du  point  p,  que  des  cas  particuliers  d'un 
Porisme  général  qui  devait  se  trouver  plus  loin  ;  car  il  est 
Indiqué,  d'une  manière  non  douteuse,  par  les  Lenimes  XII 
et  XIII  de  Pappus.  Dans  ce  Porisme  les  données  sont  les 
mêmes  quant  aux  deux  droiies  SA,  SB  et  aux  pôles  P,  Q 
pris  en  ligne  droite  avec  le  point  S  :  mais  le  point  p,  au 
lieu  de  se  trouver  nécessairement  sur  cette  droite,  a  une 
position  quelconque,  qui  peut  être  sur  la  droite  conmie  au 
dehors  (i).  Et  puisque  Euclide  a  omis,  ainsi  que  nous  l'a- 
vons dit,  les  Porismes  dont  la  démonstration  n'aurait  été 
que  la  répétition  de  celle  d'un  cas  plus  général,  nous  devons 
penser  que  c'est  par  la  même  raison  qu'il  a  passé  sous  si- 
lence les  cas  de  la  proposition  des  quatre  droites  dont  il 
s'agit. 

On  reconnaîtra  que  ces  omissions  et  les  motifs  qui  nous 

(i)   Voir,  ci  après,  le  roiisnie  XXV. 
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paraissent  les  justifier,  se  pouvaient  prévoir  d'après  certains 
passages  de  Pappus,  notamment  celui  dans  lequel  il  dit 
qu'Euclidc  ne  donne  jamais  qu'unedémonstration  des  choses 
que  renferme  son  ouvrage;  ce  qui  veut  dire  qu'Euclide  ne 
donne  jamais  deux  fois  la  même  démonstration.  Car  c'est 
dans  ce  sens  que  nous  devons  entendre  ce  passage  :  «  Bien 
»  que  chacune  de  ces  propositions  soit  susceptible  d'un  cer- 
»  tain  nombre  de  démonstrations,  comme  nous  le  faisons 
»  voir,  Euclide  n  en  donne  qu^une,  qui  est  toujours  la  plus 
»   claire.  )> 

Pappus  dit,  «  comme  nous  le  faisons  voir  »,  parce  que 
dans  plusieurs  Lemmes  il  donne  les  figures  qui  se  rappor- 
tent à  des  cas  d'une  même  proposition  dont  les  différences 
ne  dépendent  que  des  positions  relatives  des  diverses  par- 
ties de  la  figure.  C'est  ce  qu' Euclide  ne  faisait  pas. 

Il  est  à  croire  que  les  propositions  que  ces  «  géomètres 
peu  expérimentés  »,  dont  parle  Pappus,  ont  ajoutées  à  celles 
d'Euclide,  étaient  du  nombre  de  ces  cas  particuliers  omis 
à  dessein  par  Tauteur  des  Porismes,  comme  susceptibles  de 
la  même  démonstration  qu'une  proposition  déjà  démontrée. 

A  ce  sujet,  nous  ajouterons  que,  si,  conformément  au 
langage  et  aux  doctrines  de  la  Géométrie  moderne,  nous 
avons  parlé  des  dix  Porismes  des  quatre  droites  comme  de 
dix  cas  d'une  même  proposition,  ce  n'est  pas  ainsi  qu'Eu- 
clidc et  Pappus  les  considéraient.  Dans  plusieurs  de  ces 
propositions  des  points  disparaissaient  en  passant  à  l'in- 
fini, ce  qui  constituait,  au  temps  d'Euclide,  des  proposi- 
tions distinctes,  et  toutes,  par  suite,  demandaient  une 
démonstration  différente  :  c'est  ce  qu'on  peut  remarquer 
dans  les  Lemmes  de  Pappus.  Aussi  cet  auteur  en  annonçant 
qu'il  a  reconnu  que  ces  dix  Porismes  peuvent  être  renfermés 
dans  un  seul  énoncé,  ne  dit  pas  que  ce  sont  dix  cas  d'une 
même  proposition,  mais  bien  dix  Porismes  analogues  entre 
eux,  ou  de  même  espèce.  Et,  en  effet,  pour  les  renfermer 
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ainsi  dans  un  seul  énoncé,  il  a  dû  réunir  deux  hypothèses 
différentes,  Tune  où  figurent  trois  points,  et  relie  où  il  uV 
en  a  plus  que  deux  et  une  condition  de  parallélisme. 

Notre  restitution  des  dix  Porismes  d'Euclide  diffère  à 
beaucoup  d'égards  de  celle  de  Simson.  La  cause  principale 
du  désaccord  nous  parait  provenir  de  ce  que  ce  géomètre, 
dans  son  travail,  n'a  pas  pris  pour  base  les  Lemmes  de 
Pappus,  et  par  conséquent  n'a  pas  cherché  à  faire  choix 
des  propositions  qui  se  pouvaient  conclure  naturellement 
de  ces  Lemmes.  Aussi  ne  s'est-il  servi  des  Lemmes  que 
pour  la  démonstration  de  trois  de  ses  dix  propositions,  et 
même,  pour  ainsi  dire,  incidemment,  et  sans  qu'il  v  eût 
une  connexion  marquée  entre  les  Lemmes  et  les  proposi- 
tions. 

Cinq  seulement  des  dix  propositions  de  Simson  se  relrou- 
vent  parmi  les  nôtres  5  ce  sont  :  les  2^,  4*S  5*,  9*^  et  10''  :  elles 
coïncident  avec  nos  8*^,  lo*',  9^,  3*"  et  4".  Mais  le  plus  sou- 
vent, dans  ces  propositions  identiques,  les  démonstrations 
sont  différ(;ntes  de  part  et  d'aulre. 

Parmi  les  cinq  autres  propositions  du  géomètre  anglais, 
il  s'en  trouve  une,  la  S*",  que  nous  croyons  n'avoir  pas  pu 
faire  partie  delà  proposition  des  quatre  droites.  C'est  le  cas 
dansjequel  l'une  des  deux  droites  données  SA,  SB  est  située 
à  Tinfini.  Car  si  les  Anciens  ne  regardaient  pas  un  point 
situé  à  l'infini,  comme  un  cas  particulier  d'un  point  consi- 
déré d'abord  à  distance  finie,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  pré- 
cédemment, on  conçoit  qu'à  plus  forte  laison  ils  n'ont  point 
dû  regarder  l'infini  comme  une  droite,  ni  même  comme 
donnant  lieu  à  des  propriétés  analogues  aux  propriétés  des 
droites. 

Mais  si  la  proposition  de  Simson  n'a  pu  se  trouver  parmi 
les  cas  de  la  proposition  des  quatre  droites,  néanmoins  elle 
(constitue,  sous  un  énoncé  différent,  un  Porismequi  certai- 
nement n'a  point  échappé  à  l^iclide.  Nous  h*  (  royons  d'au- 
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lant  plus,  que  vc  Porisinc,  cjui  l'urmo  notic  XXllI'  (  i- 
après,  est  une  conséquence  naturelle  du  Lemme  XI  de 
Pappus. 

P'  (les  Genres  distingués  par  Pappus. 

PoKisME  XI.  —  Si  de  deux  points  donnes  P,  Q  on 
mène  deux  droites  PM,  QM  se  coupant  sur  une  droite  LM 
donnée  de  position,   dont  l'une  PM  intercepte  sur  une 

droite  donnée  de  position 
AX,  un  segment  A  m  comp- 
té à  partir  d  un  point  donné 
A  :  on  pourra  trouver  une 
autre  droite  A' X.'  et  sur  cette 
droite  un  point  A\  tels,  que 
le  segment  A' m' Jait  par  la 
droite  QM  sur  A'X',  sera  au  segment  A  m  dans  une  raison 
donnée  1. 

Puisqu'on  doit  avoir —^ — ;  =  ^ ,    les    deux    droites    AX, 

A'X'  seront  divisées  en  parties  proportionnelles  par  les 
deux  points  m,  m' ,,  et  deux  points  de  division  homologues 
seront  à  l'infini.  Il  s'ensuit  (jue  les  deux  droites  AX,  A'X' 
sont  parallèles  aux  droites  menées  des  deux  points  Pi,  Q  à 
un  certain  point  de  la  droite  LM.  Menant  donc  Pc  pa- 
rallèle à  AX,  puis  Qc,  la  droite  cherchée  A'X'  sera  paral- 
lèle à  Qc. 

Ensuite,  les  deux  points  A  et  A'  seront  deux  points  ho- 
mologues dans  les  deux  divisions  formées  par  les  points 
m,  m'.  Par  conséquent  les  droites  PA,  QA'  se  croisent  sur 
la  droite  LM.  Menant  donc  PA  (jui  rencontre  LM  en  «, 
puis  la  droite  Q«,  le  point  A'  sera  sur  cette  droite. 

Enfin,  on  doit  avoir  —, — :  =  /.  Oi-  les  points  Ci  et  G'  où  la 
A  m  ^ 

droite  AX  cl  la  droite  clienhée  A'X'  rencontrent  la  base 
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PQ  sont  deux  points  homologues  dans  les  deux  divisions  de 

AG 
ces  droites;   donc    — — ^=A.   Ce  qui  détermine   A'G'  en 

grandeur. 

Il  suffit  dès  lors  d'inscrire  dans  l'angle  des  deux  droites 

PQ  et  Qa  une  droite  parallèle  à  ^c  et  égale  à  — —   Cette 

droite  satisfera  à  la  question. 

En  effet,  considérant  les  quatre  droites  PE,  Pc,  PM,  Pa, 
coupées  par  les  droites  LM  et  AG,  on  a,  par  le  Corollaire  II 
des  Lemmes  III  et  XI  (i). 


A  m        aM     cM 

AG  ~  aE  '  cE 

On  a  de  même 

,  à  l'égard  des  quatre  droites  issues  du 

point  Q,    ^ 

A' m'        a  M     cIVl 
A/G'~^/E  •  cE 

Ainsi 

A  m 

A' 

m'                  A  m          AG         ^ 

AG  " 

A' 

G''      ''"      A'm'-A'G'-'^' 

Le  Porisme  est  donc  démontré. 

Ce  Porisme  a  été  rétabli  par  Simson  et  forme  la  ^3*"  pro- 
position du  Traité  De  Porismatibus  (p.  4oo). 

Porisme  XII.  —  De  chaque  point  M.  d'une  droite  "LM. 
rf^^  donnée  de  position ,  on  abaisse 
L^xw^^<'  une  oblique  Mm  sous  un  angle 
donné,  sur  une  droite  donnée  de 
position  AX,  sur  laquelle  le  point 
A  est  donné,  et  du  même  point  M 
on  mène  une  droite  à  un  point 
fixe  Q  :  une  raison  X  étant  don- 
née,   on  pourra   déterminer  une 


(i)  Voir  oi-dcssus,  p.  SS. 
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droite  A'X'  et  sur  cette  droite  le  point  A',  de  manière  que 
le  segment  A' m'  fait  par  la  droite  MQ  sur  A'X',    sera 
au  segment  A  m  dans  la  raison  X. 

Que  par  le  point  A  on  jiiène  la  droite  Art  parallèle  aux 
obliques  abaissées  sur  AX,  et  par  le  point  a  où  celte  droite 
rencontre  LM,  la  droite  aQ.  Le  point  A'  sera  situé  sur 
cette  droite.  Que  par  le  point  Q  on  mène  la  droite  QC/ 
parallèle  aux  obliques,  qui  rencontre  AX  en  G,  et  que 
dans  Tangle  «QG'  on  inscrive  la  droite  A' G'  parallèle  à 
LM  et  égale  à  X.  AG.  Cette  droite  et  son  point  A' situé  sui- 
«Q  satisferont  à  la  question. 

En  eilet,  on  a,  parles  triangles  semblables, 

km «M  k'  m'        r/M 

Donc 

km        k'm'     .   ,,    ,       k'  m'        A' G'        , 
IkG^V^'      ^^^^^     l^=-kG=^' 
Donc,  etc 

PoRiSME  XIIL  —  Si  l'on  fait  tourner  un  angle  niOm' 
autour  de  son  sommet,  et  que  ses  côtés  rencontrent,  res- 
pectivement, deux  droites  AX,  A'X'  en  deux  points  ni,  m'; 
la  première  droite  et  le  point  A  étant  Aonnés ,  ainsi  qu  une 
raison  \  :  on  pourra  déterminer  de 
,^f^^^'  position  la  deuxième  droite  A'X'  et 
sur  cette  droite  le  point  A',  de  ma- 
-y  nière  que  les  deux  segments  h' m!  et 
A  m  soient  toujours  entre  eux  dans  la 
raison  1. 
Qu'on  fasse  passer  par  le  point  A  le  premier  côté  de 
l'angle,  et  soit  OA'Ia  direc  tion  du  second  côté;  le  point  de- 
mandé A'  sera  sur  cette  droite.  Oa  et  Oa'  étant  les  direc- 
tions des  deux  côtés  de  l'angle  dans  une  de  ses  positions,  que 
Ton  inscrive  dans  l'angle  A'Oa'  une  droite  A' a'  parallèle  au 
second  côté  de  l'angle  considéié  dans  sa  position  lOJ'  où  son 
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premier  côté  est  parallèle  à  la  droite  AX,  et  que  cette  droite 
Ma'  soit  égale  à  l.Ka.  Cette  droite  et  le  point  A'  satisfe- 
ront à  la  question. 

En  elFet,  les  deux  triangles  KO  m  et  h!Oin'  sont  sem- 
blables^ et  de  même  les  deux  AOa,  h!0(i'.  Par  conséquent 


A  m 


k'm' 

a"v 


on 


k'm'        Ma' 


A  m 


ka 


=  1. 


Donc,  etc. 

II'  Genre. 
Tel  [)oint  est  situé  sur  une  droite  donnée  de  position. 

PoRiSME  XI\  .  —  Quand  dans  un  triangle  on  mène 
des  parallèles  à  la  base ,  et.  qu'on  prend 
sur  chacune  d'elles  le  point  m  qui  les  di- 
vise dans  un  i apport  donné  ^,  ces  points 
m  sont  sur  une  droite  donnée  de  position. 
Soit  ah  une  des  parallèles  à  la  base  AB 
du  triangle  ACB;  on  prend  le  point  m  tel, 

A.  Qu'on  mène  la  droite  Cm  qui  rencontre 


qu  on  ait  — r  = 
*  mb 

A  B  en  R  ;  on  a 


AR  _^mb  _ 
rT3  ~7wi~ 


Ainsi  le  point  R  est  fixe,  et  par  conséquent  la  droite  Cm 
est  déterminée  de  position.  Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME  XV.  —  Quand  un  triangle  abc  a  ses  deux 
sommets  a,  b  sur  deux  droites  SA,  SB 
données  de  position,  si  l'on  construit 
un  autre  triangle  a'h'c'  ayant  ses  côtés 
parallèles  ii  ceux  du  triangle  abc,  et 
SCS  deux  sommets  a',  b'  sur  les  deux 
droites  SA,  SB,  le  troisième  sommet  c' 
sera  sur  une  droite  donnée  de  position. 
En  effet,  (|u'f>n  mène  la  droite  cc\  et 
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soit  s  le  point  où  elle  rencontre  la  droite  SA  ^  les  deux  iri 
angles  sac^  scie'  sont  semblables;  pai  conséquent,  on  a 


se  ac 

se'        a'  c' 


On  a,  pareillement,  en  appelant  s^  le  point  où  la  droite 
rc'.  rencontre  SB, 


s^c          bc 
s,e'~  h'c' 

Mais  ^,^,  = 

ae 
~  a'  c' 

Donc 

se          .y,  r 

d'où 

t 

se        s^  c 
—=—j,     se 
ce'        ce' 

SiC 


Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  5,  Jj  n'en  font  qu  un^qui 
ne  peutêtre  que  le  point  S,  intersection  des  deux  droites  SA, 
SB.  Ainsi  le  sommet  c'  de  chaque  nouveau  triangle  a'b'c' 
est  situé  sur  la  droite  Se  qui  est  donnée  de  position.  Ce  qui 
démontre  le  Porisme. 

Corollaire.  On  conclut  de  là  que  :  Quand  deux  trian- 
gles semblables  ont  leurs  côtés  parallèles  deux  à  deux,  les 
trois  droites  qui  joignent,  deux  à  deux,  les  sommets  homo- 
logues,, concourent  en  un  même  point. 

Porisme  XVI.  —  Étant  donnés  deux  droites  SA,  SB 
et  quatre  points  P,  Q,  p  et  \]  situés  sur  une  autre  droite, 
on  fait  tourner  autour  du  point  p  une  droite  qui  rencontre 

SA,  SB  en  Si  et  h-,  et  l'on  mène 
les  deux  droites  Pa,  Qb  qui  se 
coupent  en  un  point  m-,  la  droite 
qui  passe  par  ce  point  et  par  le 
quatrième  point  donné  U  ren- 
contre la  droite  tournante  p  ab 
en  un  /joint  ii  :  le  lieu  de  ce  point  est  une  droite  donnée  de 
position. 
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Celle  proposition  est  une  conséqueJice  de  celle  des  qua- 
tre droites  exprimée  d'une  manière  générale  par  le  Pu- 
risme IV.  En  effet,  d'une  part,  d'après  ce  Porisme,  le  point 
m  décrit  une  droite  SR;  et  d'autre  part,  si  Ton  considère 
les  deux  droites  SA,  SR  coupées  en  a  et  m  par  une  transver- 
sale P  ma,  et  les  deux  droites  pa^  Um  tournant  autour  des 
deux  points  p  et  U  et  se  coupant  en  un  point  «,  ce  point, 
d'après  le  même  Porisme  IV,  est  sur  une  droite  fixe  passant 
par  le  point  S.  Ce  qui  démontre  le  Porisme  énoncé. 

Porisme  XVII.  —  Etant  donnés  deux  droites  SA,  SB 
et  un  point  P,  on  mène  des  droites  ab,  parallèles  entre 
elles  y  dans  une  direction  donnée,  dont 
chacune  rencontre  SA  et  SB  en  deux 
points  3i  et  h'^  puis,  on  mène  par  le 
point  a  la  droite  aP,  e^  par  le  point 
b  une  parallèle  à  SP,  laquelle  rencon- 
tre diV  en  un  point  m  :  ce  point  est  si^ 
tué  sur  une  droite  donnée  de  position. 
Qu'on  mène  par  le  point  P  une  parallèle  aux  droites  ab, 
qui  rencontrera  SB  en  un  point  D,  et  par  le  point  D  la  droite 
DM  parallèle  à  SA,  c'est  sur  celte  droite  DM  que  se  trouve 
le  point  m. 

Ce  Porisme  n'est  autre  que  le  Lemme  VIII  (proposition 
i34)  \  car  ce  Lemme  établit  que  la  droite  Dm  qui  joint  les 
pointa  m  et  D,  déterminés  comme  il  vient  d'être  dit,  est  pa- 
rallèle à  SA. 
Donc,  etc. 

Nota.  Les  lettres  D,  P,  S,  a,  h,  m  de  notre  figure  cor- 
respondent aux  lettres  F,  B,  C,  G,  E,  D  de  Pappus. 

Porisme  XVIII.  —  Étant  donnés  trois  droites  SA,  SB 
hyc.  ^f  se  issues  d'un  même  point  S^  et  deux 
points  A,  B  sur  les  deux  premières  ;  par 
*N^      \     ces  points  on  mène  deux  droites  paral- 
lèles A  a,  Bb,  qui  rencontrent  la  droite 
"  se  vti  a  et  b  ;  et  par  ces  derniers  points, 
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(les  parallèles  aux  deux  droites  SB,  SA,  respectwement  : 
le  point  d' intersection  m  de  ces  parallèles  est  situé  sur  une 
droite  donnée  de  position. 

CePorisme  se  conclut  du  Lenime  VllI:  car  la  réciproque 
(le  ce  Lemme  fait  voir  que  le  point  m  est  situé  sur  la  droite 
AB. 

Nota.  Les  lettres  A,  S,  B,  a,  ///,  h  d(;  notre  figure  sont 
dans  Pappus  F,  B,  C,  D,  E,  G. 

PoRiSME  XIX.   —  Étant  donnés  un  triangle  ASB  et  un 
point  p,  on  mène  par  ce  point  une  droite  qui  rencontre 
SA  eti  a  et  AB  en  P  -,  par  le  point 
a  une  parallèle  à  AB,  qui  rencon- 
9MZ2P^  tre  SB    en  b^    par  le  point  b  la 

droite  hV  \  et  enfin  par  le  sommet 
^      ^    ^        ^'  '^  S  du  triangle  la  droites^!  qui  ren- 

contre la  base  AB  en  un  point  M  déterminé  par  la  propor- 
tion suii^ante,  dans  laquelle  C  est  le  point  oit  la  droite  Sp 
rencontre  AB, 

PA  _  PB 
PC"~PM' 

les  deux  droites  bP  et  SM  se  coupent  en  un  point  m  situé 
sur  une  droite  donnée  de  position. 

En  effet,  d'après  le  Lemme  IX  (proposition  i35),  cette 
droite  est  la  parallèle  à  AB,  menée  par  le  point  o. 

PoRiSME  XX.   —  Etant  donnés  trois  droites  SA,   SB, 
se  issues  d'un  même  point  S,  et  un  point  V.,  on  mène  des 
droites  parallèles  entre  elles,  dans  une 
direction    donnée,    chacune    desquelles 
rencontre  les  deux  droites  SA,  SB  en  a  et 
b^  on  joint  ces  points  au  point  P  par  les 
droites  Pa,  Pb  dont  la  première  rencon- 
II  tre  se  e/i  c,  et  par  ce  point  on  mène  à 
ib,  utie  parallèle  qui  coupe  Pb  en  m  :  ce  point  est  sur  une 
rlroite  donnée  de  position. 
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Ce  Porisuie  est  une  seconde  interprétation  du LemmelX^ 
car  si  l'on  mène  la  droite  Sm,  et  par  le  point  P  une  pa- 
rallèle aux  droites  ab^  laquelle  rencontre  les  quatre  droites 
issues  du  point  S,  en  A,  B,  C  et  M,  on  a,  d'après  1q  J^emme, 
Tégalité 

PA.PM=::=PC.PB. 

Ce/]ui  prouve  que  la  droite  Sm  est  déterminée  de  position. 
Donc,  etc. 

Remarque,  Cette  équation,  comme  nous  l'avons  dit 
dans  l'analyse  des  Lemmes  de  Pappus  (ci-dessus,  p.  78), 
exprime  que  les  deux  couples  de  points  A,  M  et  B,  C  et  le 
point  P  forment  une  involution  dans  laquelle  le  point  P  est 
le  point  central,  ou,  en  d'autres  termes,  dans  laquelle  le 
conjugué  du  point  P  est  à  l'infini  (i). 

PoRiSME  XXI.  —  Si  on  déforme  un  quadrilatère  en  fai- 
sant tourner  ses  quatre  côtes  autour  des  deux  points  de 
concours  des  côtés  opposés,  de  manière  que  trois  sommets 
du  quadrilatère  glissent  sur  trois  droites  fixes  concourant 
en  un  même  point,  le  quatrième  sommet  décrit  une  droite 
donnée  de  position. 

Ce  Porisme  est  une  généralisation  du  précédent, 
dont  il  fait  bien  comprendre  le 
sens.  La  démonstration  résulte  du 
Lemme  III. 

I.e    quadrilatère     est    abmc  \    les 

points  de  concours  des  côtés  opposés 

. .  sont  P  et  Q  5  les  trois  sommets  a,  h^  c 

/^  \  glissent  sur  les  trois  droites  SA,  SB, 

^^^^^^;^>r^    se.  La  droite  SQ  rencontre  les  côtés 

«c,  bni  en  q  et  q' .   Les  trois  droites 

issues  du  point  Q,  Qmc,  Qba^  Q^'^ 

coupées  par  les  deux  Pa,    Vb   don- 
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lient  d'après  le  Lemme  III. 


cV  ,  7P 

ca  *   fja 


mb 


il 

q'b 


De  même,  les  trois  droites  SA,  SC.  SQ  coupées  par  les  deux 
P«,  PA,  donnent 

<:P  ,  7P_  CP     QP 
ca  '  qa        CA  '  QA 

et  les  trois  droites  SM,  SB,  SQ  coupées  par  les  deux  P^, 
PB, 

mV  ^  /P  _MP  ^  QP 

mb  '  Y^  ~  MB  '  QB* 


Donc 


ou 


CP 
CÂ 


QP 
QA 


MP 
MB 


_  MP  ,  QP 
~  MB  •  QB 

CP.QA 

ca.qb' 


Ce  qui  prouve  que  le  point  M  est  fixe,  et  par  conséquent 
que  le  point  ni  se  trouve  sur  une  droite  SM  déterminée  de 
position.  c.   q.  f.  d. 

PoRiSME  XXII.  —  Etant  donnés  un  triangle  SAB  et  une 

raison  X,  si  autour  d'un  point  p  pris  sur  la  base  AB  du 

triangle  on  Jait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  les 

deux  côtés  SA,  SB  en  a  et  b,  et  qu  on  prenne  sur  cette 

droite  le  point  m  déterminé  par  la 


elation 


pu!  ^  ma         , 
û^  *  mh 


le  point  m  sera  sur  une  droite  don- 
P  ^       '  "  née  de  position. 

Cela  lésulte  du  Lemme  X  (proposition  i36).  Car  si  l'on 
prend  suç  la  base  du  trianpjle  le  point  C  déterminé  par  l'é- 


talilé 


on  aura 


1^3 


pA  ^  CA  _  . 

pa.rnb        pA.CB 
p  b  .  ma        p  B  C  A 


Or,  d'après  le  Lemme,  quand  cotte  égalité  a  lieu,  la  droite 
C/7/  passe  par  le  point  de  concours  des  deux  A«,  Aè,  c'est- 
à-dire  par  le  point  S.  Donc,  etc. 

PoRiSME  XXIII.  —  Etant  donnés  une  droite  SA  et  trois 
points  p,  P,  (^  en  ligne  droite,  si 
autour  des  deux  p  et  V  on  fait 
tourner  deux  droites  se  coupant 
sur  la  droite  SA  \  et  que  par  le 
point  Q  on  mène  à  la  première 
pB.  une  parallèle  qui  rencontrera 
la  deuxième  Pa  e/i  un  point  m  :  ce  point  sera  sur  une 
droite  donnée  de  position. 

Cette  proposition  se  démontre  sur-le-champ  au  moyen  du 
Lemme  XI  (proposition  137).  En  effet,  que  l'on  mène  la 
droite  mR  parallèle  à  la  droite  donnée  SA,  on  aura  d'après 
le  Lemme,  en  considérant  les  trois  droites  wP,  /72Q,  mR 
coupées  par  les  transversales  pPet  pa, 


pR 
PR 


Donc 


PQ- 

AR 
PR 


P^  _  P 


«I 


AR 


P^ 
PQ' 


Donc  le  point  R  est  fixe-,  et  par  suite,  le  lieu  du  point  m 
est  la  droite  fixe  RI  parallèle  à  SA.  c.   Q.  f.  d. 

Obseivation.  C'est  ce  Porisme  cju'on  peut  regarder,  dans 
la  Géométrie  moderne,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  ci-dessus 
(p.  ii3),  comme  un  cas  parliculici   de  In   proposition  gé- 
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nérale  des  quatre  droites,  celui  où  l'une  des  droites  données 
SA,  SB  sur  lesquelles  se  coupent  les  droites  tournantes  est 
à  riniini. 

PoRisME  XXIV.  —  Etant  donnés  un  angle  ASB  et  deux 
points  P,  Q  en  ligne  droite  avec  le  sommet  S-,  .9/  autour 
d  un  autre  point  donné  p  on  fait  tour- 
ner une  droite  qui  rencontre  les  deux 
côtés  de  r angle  en  a  et  b,  et  quon 
mène  les  deux  droites  Pa,  Qb  qui  se 
coupent  en  un  point  m  :  ce  point  sera 
situé  sur  une  droite  donnée  de  posi- 
tion . 

Qu'on  mène  des  droites  du  point  p  aux  deux  points  P,  Q: 
elles  rencontrent  les  deux  côtés  de  l'angle  SB,  SA,  respecti- 
vement en  C  et  D;  c'est  sur  la  droite  CD  que  se  trouve  tou- 
jours le  point  m. 

Cela  ressort  immédiatement  des  Lemmes  XIJ  et  XIII 
(propositions  i38  et  iSç,  où  le  point  E  représente  le  point 
p  de  la  figure  actuelle)  \  du  Lemme  XII  quand  la  trans- 
versale menée  par  le  point  p  est  parallèle  à  la  base  PSQ; 
et  du  Lemme  XIII  quand  cette  droite  a  une  direction  quel- 
conque. 

Corollaire  1.  Considérons  trois  transversales  |0a^,  pa'b\ 
pa"b"  menées  par  le  point  p.  On  a,  d'après  le  Lemme  III, 
ré({uation 

Sa  .a"  a'         S  b  .  b'  b' 
""      Sa  .a"  a  ~  Sb' .h"  b 

Et  réciproquement,  d'après  le  Lemme  X,  quand  cette 
équation  a  lieu,  les  trois  droites  ab^  ab\  a'^^'' concourent 
toujours  en  un  même  point.  On  conclut  donc,  du  Porisme 
précédent,  ce  théorème^ 

Étant  pris  sur  deux  droites  SA,  SB  deux  systèmes 
de  trois  ])oints  a,   a',  a''  et  b,  b',  1/,   ayant  entre  eux  la 


Sa 

a"  a 

Sb 

b"b 

• 

— 

• 

Sa' 

'  a"a' 

~     S^' 

•  b"b''' 

I  >;) 


elation 


^a.a"a'  __  Sb.b"h' 
S  «'.«"«  ~~  S  h' .  b"  b  '' 


SI  c/e  deux  points  P,  Q,  en  ligne 
droite  awec  le  point  8,  oti  mène 
les  droites  Pa,  Qb  qui  se  cou- 
pent en  m-,  Pa',  Qh'  qui  se  cou- 
pent en  m',  et  Pa",  Qb''  qui  se 
coupent  en  m"  :  ces  trois  points 
m,  m',  m"  seront  en  ligne  droite. 

Corollaire  II.  Si  l'on  conçoit  nne  droiio  S'B'  parallèle 
à  SB,  qui  rencontre  les  droites  QS,  Q//,  Q/>',  Q^^^',  en  S', 
c,  c',  c",  les  segmentsS^,  h"b\...  sont  proportionnels  à  S'c, 
c"c\...:^  de  sorte  qu'on  a  Téquation 


^a.a"n' 


S'c.c"c' 


Sa'   a" a         ?,'c'.c"c 

De  là  ce  théorème,  ([ui  présente,  dans  l'hypothèse,  quel- 
que chose  de  plus  général  que  le  précédent  énoncé  : 

Etant  pris  sur  deux  droites  deux  systèmes  de  quatre 
/Joints  S,  a,  a',  a"  et  S',  c,  (',  c"  entre  lesquels  a  lieu  lè- 
quation 

S  a.  a"  a'         S'c.c'c 


S>a'.a"fi         ?>'c'.c"c' 

si  de  deux  points  P,  Q  pris  arbitrairement  sur  la  droite 
S  S'  on  mène  les  droites  Pa,  Pa',  Pa"  et  Qc,  Qc',  Qc" 
les  premières  rencontreront,  respectivement,  les  secondes 
en  trois  points  m,  m',  ni"  situés  en  ligne  droite. 

Corollaire  III.  Les  droites  Qè,  Q^',  Qb'\  dans  le  Co- 
rollaire I,  rencontrent  la  droite  SA  en  trois  points  r/,  d\d" . 
On  a  par  le  Lemme  III,  entre  ces  points  et  b,  b\  //', 

Sb.b"b'  _  Sd.d"<I' 

ib' ,b"b  ~  Sri'.fr/ 
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L'équation  du  Corollaire  I  devient  donc 

Sa. a" a'        Sd.d"d'  . 
Sa'  .a"a~  Sd' .  d"'d' 

On  en  conclut  que  : 

Si  Von  prend  sur  une  droite  SA,  deux  systèmes  de  trois 
points  a,  a^  a'^  etd.  d',  d'^  entre  lesquels  ait  lieu  V équa- 
tion 

Su     r 
a. a  a 


Sd.d"d' 


Sa'. a" a        Sd' .d"  d 


y"      Sa'''^^'  ~  Sd'''lFd'')'' 

puis,  que  de  deux  points  quel- 
conques P,  Q  en  ligne  droite 
auec  le  point  S,  on  mène  les 
droites  Pa,  Pa\  Pa^^  et  Qd, 
Qd',  Qd''  :  les  trois  premières 
de  ces  droites  rencontrent , 
respectivement,  les  trois  au- 
tres en  trois  points  situés  en 
ligne  droite. 

PoiiisME  XXV.  —  autour  de  deux  points  fixes  A,  B 
on  fait  tourner  deux  droites  dont  le  point  de  concours  M 

est  toujours  sur  une  droite  fixe 
LM  ;  ces  droites  rencontrent  une 
autre  droite  fixe  CX  en  deux 
points  a,  b  ;  si  de  deux  points  P, 
Q  donnés  sur  la  droite  LM,  on 
mène  les  droites  Pa,  Qb  qui  se 
coupent  en  un  point  m  :  ce  point 
est  situé  sur  une  droite  donnée  de  position. 

En  effet,  concevons  qu'on  ait  mené  par  les  points  A  et 
H  trois  couples  de  droites  se  coupant,  deux  à  deux,  en  M, 
M'  et  M''  sur  la  droite  LM,  et  rencontrant  la  droite  CX 
en  û,  a',  a"  et  ^,  /;',  h" .  Soit  D  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  LM  el  CX  ^  on  a,  par  le  Lemme  III,  entre  M,  M',  M'' 
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t'I  <7,  a',  a" ^ 


DM'     MM'   _ 

D«' 

an' 

DM  "  ■  MM  "  "~ 

'  D«" 

aa"' 

et  de  même, 

pour  les  trois  poinls  h. 

y,  h", 

DM'     MM' 

D// 

bb' 

DM  "  '  MM"  ~ 

'  \>b" 

'  bb" 

Donc 

Ha'     aa' 

Di^' 

bb' 

D  rt"  '  aa" 

D  //'  * 

bb" 

Celte  équation  prouve,  d'après  le  corollaire  III  du  Po- 
risme  précédent,  que  les  points  de  section  des  trois  droites 
issues  du  point  P  par  les  trois  issues  du  point  Q,  une  à  une 
respectivement,  sont  en  ligne  droite.  Ce  qui  démontre  le 
Porisme. 

En  (Vautres  ternies.  Les  deux  points  «,  h  forment  sur 
ex  deux  divisions  liomograpliiques,  puisque  les  deux  droi- 
tes A<2,  B/?  se  coupent  toujours  sur  la  droite  LM(i).  Par 
conséquent  les  deux  droites  P«,  QZ>  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques.  Or  ces  deux  faisceaux  ont  deux 
rayons  correspondants  coïncidents  suivant  la  droite  PQ, 
parce  que  les  deux  poinls  «,  h  coïncident  en  D  sur  la 
droite  LM.  Donc  le  point  m  décrit  une  droile  (9.). 

c.    Q.    F.    D. 

Ohser<^atioii.  Ce  Porisme  est,  sous  un  énoncé  plus  géné- 
ral, du  même  genre  que  le  Porisme  XVIII,  qui  s'en  con- 
clut, si  l'on  suppose  que  la  troisième  droile  CX  passe  par 
le  point  de  concours  des  deux  AQ,  BP  et  que  la  droite  PQ 
soit  à  l'inlini. 

Porisme  XXVI.  —  Etant  données  deux  droites  AA', 
PQ  qui  se  coupent  en  S,  les  points  A,  A'  e^  P,  Q  étant 
donnés  sur  ces  droites ^   et  une  raison  \  étant  aussi  don- 


(1)  Géom.  sup.,  art.  lo'). 
(•2)   ïhid.,  art.  id:'). 


iu8 


née;  si  Von  prend  sur  A  A'  deux  points  variables  li,    n^ 
liés  par  la  relation 


relation 


A/^        ^  K'  n' 


le  point  de  rencontre  m  des  deux 
droites  Pii,  Qn'  est  situé  sur  une 
droite  donnée  de  position. 

Eu    effet ,    qu'on    prenne    deux 
points   B,  B'  ayant    entre  eux    la 


AB 

SB 


1 


SB' 


on  en  conclut,  en  la  rapprochant  de  la  première, 


An. SB 
S/z.AB 


A'n'  sn' 
S/?'.A'B' 


Et  celte  équation  prouve,  d'après  le  corollaire  III  du  Po- 
risme  XXIV,  que  le  point  m  est  situé  sur  la  droite  qui  joint 
le  point  d'intersection  des  deux  droites  PA,  QA'  au  point 
d'intersection  des  deux  PB,Q[V. 
Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRrsME  XXVII.  —  Étant  donnés  deux  droites  LC, 
I/C,  et  sur  ces  droites  deux  systèmes  de  trois  points  :  A,  B, 
C  sur  la  première  et  A',  IV^  C, 
sur  la  seconde  ;  si  autour  de  deux 
points  P,  Q  situés  sur  la  droite 
ce,  on  fait  tourner  deux  droites 
rencontrant^  respectivement,  les 
droites  liC,  L'C/  en  deux  points 
n,  n',  tels,  quon  ait  toujours  légalité 


//A.CB 
//B  CA 


le  point  {F intersection  de  ces  deux  droites  sera  sur  une 
droite  donnée  de  position. 

Ce  Porisiiie   est  une  conséquence  manifeste  du  Corol- 
laire II  du  Porisme  XXIV. 

PoRisME  XXVin.  —  Si  autour  de  deux  points  P  etQ  on 
fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  sur  une  droite  LM 

et  gui  rencontrent  deux  au- 
tres droites  fixes  C\,  C'X'  en 
deux  points  n,  n',  respecti- 
vement; puis  y  qu'on  mène  les 
deux  droites  Q  n ,  P  n'  :  le 
point  m  d'intersection  de  ces 
dernières  sera,  sur  une  droite 
donnée  de  position. 

Qu'on  mène  les  deux  droites  Vb\  Ç)a  aux  points  où  la 
droite  LM  rencontre  C'X'  et  CX  :  ces  droites  Vb\  Qa 
coupent,  respectivement,  CX  et  CX'  aux  points  h  et  a' ^ 
et  c'est  sur  la  droite  ba'  que  se  trouvent  les  points  m. 
En  elTet,  on  a,  d'a'près  le  Lemmo  III,  entre  les  deux 
séries  de  quatre  points  a,  n,  ^,  C  et  a,  M,  b' .,  E, 

an    ^   hn         /7M  ^  Z>'M 


On  a  pareillement 


Donc 


nn 

7R: 


Te 


an 
a'n' 


h'n' 

h'n' 
h'C 


aM  ^  h' M 

Tf.  '  Vf/ 


Ch. 


ou 


a  h' 


Ca  .nb 


C'a'  .n'h' 

Donc  le  point  d'intersection  des  deux  droites  P//',  Q//  dé- 
crit une  droite  (Porisme  XXIV). 

Cette  droite  est  évidemment  a' b.  Car  si  le  point  //  coïn- 
cide avec  /?,  n'  coïncide  avec  b' .  Par  conséquent  le  point 
d'intersection  des  deux  droites  Vb'  et  Q/^,   c'est-à-dire  Z>, 

9 


(    '3o  ) 
se   trouve  sur  la  droite,  lieu  du  point  m;  et  il  en  est  de 
même  du  point  a' , 

Ainsi  le  Porisme  est  démontré. 

Fins  hrie^enicnt.  Les  deux  rayons  PM,  QM  forment  deux 
faisceaux  homographiques  (i)  ^  par  suite,  les  deux  points  //, 
n'  forment  deux  divisions  homographiques;  et  les  deux 
rayons  Paz',  Q/z  forment  deux  faisceaux  homogiaphiques  : 
leur  point  d'intersection  décrit  une  droite,  parce  que  les 
deux  rayons  coïîicidents  PC/ et  QC  se  correspondent  (2). 
Donc,  çtc. 

PoRisME  XXIX.   —  Etant  donnés  deux  angles  ABF, 

*  ADF,  si  par  leurs  sommets  B  ^^  D 

r\  on  mène  deux  droites  quelconques, 

^__— ^A-'tV'  dont  la  première  rencontre  les  deux 

^"^*^=^==^^>f4r2^---j^         côtés  de  P angle  T)  enM  et  C,  et  la 

/ /^^^5    \         deuxième  les  côtés  de  l'angle  B  en 

Ây^         ^"^       K  er  E  :  les  deux  droites  MR  et  CE 

i>  "      concourent  en  un  point  G  situé  sur 

une  droite  déterminée  de  position. 

Ce  Porisme  résulte  immédiatement,  de  même  que  le 
Porisme  XXIV.  des  Lemmes  XII  et  XIII;  savoir  :  du 
Lemme  XII  quand  les  cotés  BA  et  DF  des  deux  angles  sont 
parallèles;  et  du  Lemme  XIII  quand  la  position  des  deux 
angles  est  tout  à  fait  arbitrait e. 

PomsME  XXX.   —    Théorème  général  de  Pappus  (3). 
Soient  g,  P,  Q,.  .  . ,  R  les  pôles  iives  et  en  ligne  droite 
autoui"  desquels  tournent  //  droites  variables,  de  manière 
qu(.  ifi  —  i)  de  leurs  points  d'intersection  glissent  sur  au- 
tant de  droites  fixes. 

Dans  rhypothèse  particulière  par  laquelle  Pappus  com- 


(1)  Géorn.  sup.,  art.  io/|. 

(2)  Ibid.,  art.  io5. 

'3)  Voir  ci -dessus  p.  17  et  '2:5. 


(  •»'  ) 

inence  l'énoncé  de  la  proposition,  ces  {n  —  i)  points  appar- 
tiennent à  une  même  droite  tournante,  par  exemple  à  celle 
qui  tourne  autour  du  point  p.  Alors  il  est  évident  que  Ja 
proposition  ne  dit  rien  de  plus  que  celle  d'Euclide. 

Passons  donc  au  cas  général,  où  les   {n  —  i)  points  qui 
glissent  sur  les  droites  fixes,  sont  piis  d'une  manière  quel- 

•  1             1               ^  n  in  —  i)    ,  .  ,,. 

conque  parmi  le  nombre  total  — ^ des  points  d  inter- 
section des  droites  tournantes,  pourvu  toutefois  que  chaque 
droite  ait  toujours  au  moins  un  de  ses  points  de  concours 
avec  les  autres  droites  mobiles,  sur  une  des  droites  fixes. 

Concevons,  indépendamment  des  droites  tournantes  et 
des  droites  fixes,  un  axe  L  mené  arbitrairement,  et  qui  ren- 
contre la  droite  des  pôles  en  un  point  S.  Considérons  deux 
droites  tournantes,  dont  le  point  de  concours  soit  sur  une 
des  droites  fixes,  les  deux  qui  tournent  autour  des  deux 
points  ^  et  P^  soient  a,  a',  a"  les  points  où  elles  se  cou- 
pent sur  la  droite  fixe,  dans  trois  de  leurs  positions  succes- 
sives*, ces  droites  rencontrent  l'axe  L  en  des  couples  de 
points  que  nous  appellerons  «,  h  dans  la  première  position  ; 
a',  b'  dans  la  seconde  position^  et  n'\  ^^Mans  la  troisième 
position. 

Soit  A  le  point  où  la  droite  fixe  rencontre  la  droite  des 

pôles  ;  on  a,  d'après  le  Corollaire  I  du  Lemme  III  (p.  82), 

Sa    ^a" a  ko.       y!' a.  »• 

et 

Sb^h"  b'  ~  W 
Donc 

Sa   ^ a" a  Sb 

S^  *  W^'  ~  si? 

La  droite  qui  tourne  autour  du  point /5  détermine  les  po- 
sitions successives  de  celle  qui  tourne  autour  du  point  P. 

9- 


=."«'' 

ce" 

Cf. 

ol" 

a.' 

b" 

b 

b" 

b'' 

(  '32  ) 
Pai^iilleniciit,  cello-(  i  détermane  les  positions  successives 
d'une  troisièrae  qu'elle  rencontix?  sur  une  des  droites  fixes, 
par  exemple  de  celle  qui  tourne  autour  du  point  Q  5  soient 
c,  c\  c"  les  points  datis  lesquels  cette  droite,  dans  les  trois 
positions  qu  elle  prend,  rencontre  l'axe  L;  on  aura,  comme 
ci-dessus, 

Sb'*'  b"b'  ~  Sc'''~'' 

Et  de  même,  à  l'éj^jard  de  la  quatrième  droite  tournante 
dont  les  positions  sont  déterminées  par  la  troisième, 

Se    ^c"c   _    Sd  ^  d"  d 

Il  existe  donc  autant  d'équations  naoins  une  que  de  droi- 
tes tournantes.  Or,  on  voit  que  tous  les  membres  de  ces 
équations  sont  égaux  entie  eux.  Par  conséquent,  on  a  une 
équation  semblable  entre  les  points  marqués  sur  l'axe  L 
par  deux  quelconques  des  n  droites  tournantes,  par  exem- 
ple l'équation 

Sr/    ^a" a   _   Sf/  ,  d"  d 

W  •  ~^'~  SZ^  '  d"  d'' 

relativement  à  la  première  et  à  la  quatrième  droite  tour- 
nante. 

Mais  cette  équation  prouve,  d'après  le  Corollaire  III  du 
Poristoe  XXIV,  que  les  points  d'intersection  des  deux  droi- 
tes tournantes  considérées  dans  leurs  trois  positions  respec- 
tives sont  en  ligne  droite.  Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Vins  brièvement .  Deux  droites  tournantes,  dont  le  point 
d'intersection  glisse  sur  une  des  droites  données,  forment 
deux  faisceaux  homograpbiques  f(ui  ont  deux  rayons  ho- 
mologues coïncidents  suivant  la  droite  des  pôles  (1);  il 
s'ensuit  que  les  faisceaux  formés  par  deux   droites   tour- 


i\  Ot^otn.  sufj.,  \K  71,  art.  io/|. 


(  1^3) 

riantes  quelconques,  non  consécutives,  sont  aussi  homu- 
graphiqucs  entre  eux,  et  ont  deux  rayons  homologues 
coïncidents  suivant  l'a  droite  des  pôles.  Par  conséquent  le 
point  d'iniersection  de  ces  deux  droites  décrit  une  droite  (i). 
Ce  qui  démontre  le  théorèn>e. 

IH"  Genre. 

Le  rapport  de  telle  droito  à   telle  autre  droite  est  donne. 


PoRisME  XXXI.   —  Si  de  chaque  point  M  d^ une  droite 

LM  donnée  de  position,  on  abaisse  sur  deux  autres  droites 

AX,  A'X'  des  obliques  Mm,  Mm'  sous  des  angles  donnés  ■ 

le  point  A  étant  donné  sur  AX  :  on  peut  trouver  le  point 

A!  sur  A' m  et  une  raisoft  X,  tels,  que 

le  rapport  des  segments  A  m,  A' m'  soit 

toujours  égal  à  la  raison  \. 

Soit  a  le  point  de  la  droite  L  dont  l'o- 
blique abaissée  sur  AX  tombe  en  A,  et 
soit  A'  le  pied  de  l'oblique  abaissée  de 
ce  point  a  sur  A'X'  :  A'  est  le  point 
cherché.  Quant  à  la  laison  A,  soit  E  le 
point  où  la  droite  L  rencontre  la  droite  A  X,  et  EE'  l'c^li- 
que  abaissée  de  (  e  point  sur  A'  X',  on  aura 


En  effet, 


D'où 


l 

AE 

~  A'E' 

A  m 

«M 

A'  m' 

AE 

"  r/E  ~" 

A'E' 

A 

m           AE 

A'  m' 


Donc  et<" 


AF/ 


fO  0 


f'ntv .    <iuv 
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PoilISME  XXXII 


—  Si  de  deux  points  Jïxes  P,  Q  pris 
sur  les  cotés  CB,  CA  d'un  paral- 
lélogramme CASB,  en  ligne  droite 
as^ec  le  sommet  S,  on  mène  des 
droites  à  chaque  point  M  d'une 
droite  fixe  LC  passant  par  le  som- 
met C  du  parallélogramme  :  ces 
droites  formeront ^  respectii^ement  ^ 
sur  les  deux  côtés  SA  ,  SB ,  deux 

segments  S  m,  S  ni',   dont  le  rappoit  est  déterminé. 
Menons  par  les  points  P  et  Q  les  parallèles  à  la  droite  LC, 

lesquelles  rencontrent  les  deux  droites  SA,  SB  en  a  et  en  b. 
Les  quatre  droites  PC,  PS,  PM,   P«,  partant  du  point 

P,  et  coupées  par  LC  et  AS  donnent,  d'après  le  Corollaire  I 

du  Lemme  III  (p.  82), 


S  m 


RM 
CM 


On   a  de  même,  en  considérant  les  quatre  droites  qui 
aboutissent  à  l'autre  point  Q,  et  les  transversales  LC,  BS, 


Donc 


Le   second   membre  est  constant.    Ce  qui   démontre  le 
Porisme. 

IV*^  Genre. 

Le  rapport  de  telle  droite  à  telle  abscisse  est  donné. 


^m' 

RM 

Sb 

~  cm' 

S /A/ 

Sa 

S  m' 

Sw 
s  m 

Sa 
"  Sh 

Porisme  XXXIII.  —  Si  de  chaque  point  M  d'une  droite 
LE  on  abaisse  sur  une  autre  droite  AX  des  obliques  Mm, 
Mm'  sous  des  angles  dotinés,  il  existe  sur  cette  droite  AX 


(   '3.-i  ) 
un  point  E  ici,  que  l 'on  a  la  relation 

E  m 


•  =  const. 

mm 


Ce  point  E  est  celui  où  la  droite  LE  rencontre  AX.  En 
effet,  d'un  point  B,  qui  avec  le 
point  E  détermine  la  droite  LE, 
menons  les  obliques  B^,  B^'. 
On  a  par  les  triangles  semblables 


X 

\,  m        M  /// 
V.b  "■   B^  "" 

mm 

~bb' 

E/7Ï 

mm' 

\\b 
~  bb'' 

Ce  qui  démonhe  lePorisme. 

PoRisME  XXXIV.  —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q  on 
Jait  tourner  deux  droites  se  cou- 
pant sur  une  droite  donnée  de  po- 
sition LE,  ces  droites  rencontrent 
une  deuxième  droite  fixe  AX  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée  LE,  en 
deux  points  m,  iu';  et  il  existe  sur 

la  droite  AX  un  point  F  tel,  quoii  a  la  relation  constante 

Ym  ^         . 

=  const.  =  /. 

mm 

Cela  résulte  du  Lemrae  XI  (proposition  i4o);  car  les 
quatre  droites  ME,  MF,  MP,  MQ  coupées  par  les  deux 
FPQ,  FX,  donnent,  d'après  ce  Lemme, 

Y  m  _   FP     QP 
^/w'  ~"  FË  '  QË* 
Donc,  etc. 

PoRiSME  XXXV .  —  Si  autour  de  deux  points  fixes  P,  Q 
on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  sur  une  droite 


(  '36  ) 
donnée  de  position  LE,  et  rencontrent  une  autre  droite 
donnée  AX  parallèle  à  la  base  PQ  en  deux  points  m, 

m'  :  //  existe  un  point  F  sur  AX 
et  une  raison  X,  tels,  que  V on  a 


mm 
¥~m 


1. 


Le  point  demandé  F  est  le  point  d'intei^eciion  des  deux 

droites  données  LE,  AX.  Et  la  raison  A  est  égale  au  rapport 

QE 

—  f  E  étant  le  point  où  la  droite  LE  rencontre  la  base  PQ. 


EP 


F  m 


EP 
PQ' 


En  eflet,  on  a  par  les  triangles  semblables 

V*  Genre. 
Telle  droite  est  donnée  de  position. 


PoRiSME  XXXVL  —  Si  autour  d'un  point  p  on  fait  tour- 
ner une  transi^ersale  gui  rencontre  deux  droites  données 

SA,  SA'  en  deux  points  a,  a',  et 
que  d'un  point  P  donné  sur  la 
droite  pS,  on  mène  les  deux 
droites  Pa,  Pa'  :  on  pourra  dé^ 
terminer  de  position  une  droite 
L  telle ^  que  le  segment  inter- 
cepté  par  les  droites  variables 
Pa,  Pa'  sur  cette  droite  L,  soit 
de  longueur  donnée  ^. 

Que  Ton  inscrive  dans  TangleaP^'  une  droite  aa'  de  la 
longueur  donnée  f/,  parallèle  à  p  S  :  cette  droite  satâsÊera  à 
la  question. 

Il  faut  prouver  que  si  par  le  point  p  on  mène  une  droite 
quelconque  p  bb\  les  deux  droites  P^,  P^'  intercepteront 
sur  la  di'oite  qu'on  vient  de  déterminer  un  segment  êê'  égal 
à  aa'^  ou  bien  que  Von  aura  Sa  =z  &y.  . 


(  «37  ) 
Prouvous  que  cette  égalité  a  lieu  sur  toute  di^oite  AA' 
parallèle  à  jO  S,  quelle  que  soit  la  longueur  du  segment  cncf! . 
On  a  dans  le  triangle  Aaa  coupé  par  6èP 


6A       ba      Pa 

6a       ^  A     P  «  "~  ^  ' 

Or,  à  cause  des 

triangles  semblables, 

SA  _  PS            P«  _  pR 

^  ~  S^      ^^      Va   ~J^ 

par  conséquent 

PS     ba   pR 

S  ^      Sa    p  « 

De  même 

Donc 

PS       è'a'    pR 
S  6'      6V     pfl'  ■"'• 

è«                         b'a' 

■  Sb.^x.pa         Sb'  .&<x'  .pa' 

Maison  a  dans  le  triangle  S«a',  coupé  par  pbb'^ 

pa     b'a'     bS 

^'  '  Fs  '  ^  "^  '  * 

Donc  oa  =  êV.  Ce  que  nous  nous  proposions  Je  prouver. 

Donc  etc. 

./autrement.  Les  deux  droites  Pa,  P  a'  sont  les  rayons  ho- 
mologues de  deux  faisceaux  homographiquesdont  les  rayons 
doubles  coïncident  suivant  la  droite  PS.  Donc  les  deux 
rayons  Pa,  Pa'  interceptent  sur  une  droite  quelconque 
parallèle  à  PS,  un  segment  de  grandeur  constante  (i).  Donc 
on  peut  mener  cette  parallèle  de  manière  que  le  segment 
soit  de  grandeur  donnée. 

'' 0    Gcniii     su/).,  M'I.   i-o. 


(  '^^S  ) 

PoRiSME  XXXVII.  —  Quand  deux  droites  tournent  au- 
tour de  deux  points  fixes  P,  Q  en  se  coupant  toujours  sur 
une  droite  donnée  LM,   et  que  la 
première  rencontre  une  droite  don- 
née de  position  AX  en  un  point  m  : 
on  peut  déterminer  une  autre  droite 
fixe  BY  que  la  droite  tournant  au- 
tour du  point  (^  rencontrera  en  un 
point  m',  et  qui  soit  telle,  que  le 
rapport  des  segments  A  m,   Bm',  comptés   à   partir  des 
points  où  les  deux  droites  AX,   BY  coupent  la  base  PQ, 
ait  une  valeur  constante. 

Qu'on  mène  parallèlement  à  AX  la  droite  Pa,  qui  ren- 
contre la  droite  LM  en  a,  puis  la  droite  Qot,  et  parle  point 
F  où  AX  rencontre  LM,  la  droite  FB  parallèle  à  (^ix-^  ce 
sera  la 'droite  demandée. 

Cela  résulte  du  Lemme  XI  d'après  lequel  on  a 


et 


Don 


Am        EM 

a  M 

AF  ~"  EF  • 

a  F 

B  m'        EM 
BF  ~"  EF 

aM 
aF 

m 
F 

Baw'    a  m 
~  BF  ■   B  m'  ~ 

AF 

bf' 

consl. 


Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRisME  XXXVIII.  —  Étant  donnés  deux  droites  AX, 
BY,  deux  points  A,  B  sur  ces  droites 
et  une  raison  X  :  il  existe  une  droite 
LD  telle,  que  si  de  chacun  de  ses  poin  ts 
on  abaisse  sur  les  deux  droites  AX, 
HY  des  obliques  Mm,  Mjn',  sous  des 
angles  donnés^  on  aura  la  relation 


(  '39  ) 
constante 

km  ^ 

En  eftet,  si  par  les  points  donnés  A  et  B  on  mène  des 
parallèles  aux  obliques  abaissées  sur  AX  et  BY  respective- 
ment, et  que  ces  parallèles  se  rencontrent  en  D;  qu'on 
prenne  le  point  m  arbitrairement,  et  le  point  m',  déter- 
miné par  la  relation  ^ — ,  =  X^  puis,  que  parles  points  m, 

m'  on  mène  les  obliques,  qui  se  rencontrent  en  un  point  M  : 
la  droite  DiM  satisfait  à  la  question.  C'est-à-dire  que  si  d'un 
point  jN  de  cette  droite  on  abaisse  les  obliques  Nw,  N Vi',  on 
aura 


kn        . 

Car,  il 

est 

évid 

eut  que 

kfi        DN         Bn' 

• 

km  ~  DM        Btw' 

où 

kn         km        ^ 
Bn'  ~Bm'~~ 

Donc,  etc. 

W^  (ienre. 

Telle  droite  passe  par  un  point  donne. 

PoRiSME  XXXIX.    —  Étant   donnés  deux  droites  pa- 
rallèles EA,  E'A'  et  deux  points  P,  Q,   si  autour  de  ces 

points  on  fait  tourner  deux 
droites  parallèles  qui  rencon- 
trent les  deux  droites  EA,  E' A^ 
respectiv't  nient j  en  deux  points 
m,  m'  :  la  droite  qui  joint  ces 
points  passa  par  un  point  donné. 


(  '4o) 

Eu  efl'et,  on  a  par  les  triangles  semblables, 


Rm 

RP 

RE 

in  m' 

PQ- 

EE' 

RP 

PQ 

RË 

EE' 

■' 

l)on( 


Donc  le  point  R  est  déterminé. 
Donc,  etc. 

PoRiSME  XL.    —   On  donne  deux  points  A,  B  sur  une 
droite  et  deux  points  a,  b  sur  une  autre  droite  qui  rencon- 
tre la  première  en  C^   autour  de  ce  point  C  on  fait  tour- 
s  ner  la  droite  ab,  et  Von  mène  les 

deux  droites  Aa,  Bb  qui  se  rencon- 
trent en  uu  point  S  ;  par  ce  point  on 
mène  une  parallèle  SO  à  la  droite 
ab  :  cette  parallèle  passera  par  un 
point  donné. 

Cela  résulte  du  lemme  XI  (proposition  iSy)^  d'après 
lequel  les  trois  droites  SA,  SB,  SO,  coupées  par  les  deux 
CAB,  Ca^,  donnent  l'égalité, 


BA, 
BC" 

OA 
0C~ 

ba 

'-bc' 

ou 

OA 

oc' 

BA 
BC 

,  ba 
'  bC 

Ce  qui 
Dont 

détermine 
-,  etc. 

le 

point 

0. 

Remarque.  On  a 

dans 

les   triangles 

semblables 

SAO, 

rf  AC, 

OS 
OA"" 

CA 

'      ^^=      CA      = 

const. 

Ce  (pii  montre  que  :  Quand  la  droite  C  ab  tourne  autour 


(  -4.  ) 

du  point.  C,  Je  point  S  décrit  une  circonféieîice  de  cercle 
dont  le  centre  est  e?i  O. 

PoRiSME  XLI.   —  Étant  donnés  deux  droites  SA,   SB 
et  deux  points  fixes  P,  Q  en  ligne  droite 
avec  le  point  de  concours  S  de  ces  droi- 
tes^ si  de  ces  deux  points  fixes  on  mène 
à  cliaque  point  M  d\ine  droite  LM  don- 
née de  position,  des  droites  qui  rencon- 
trent, respectii^ement,    SA,  SB  en  m  et 
vn'  :  la  droite  mm'  passera  par  un  point 
donné. 
Soient  a,  h  les  points  d'intersection  de  la  droite  LMpar 
les  deux  droites  données  SA,  SB-,  les  droites  P/»,  Qa  se  ren- 
contrent tyi  un  point  p  qui  est  le  point  cherché. 

C'est  une  suite  naturelle  duLemmeXV  (proposition  i4i) 
quand  la  droite   LM   est  parallèle  à  la  base   PQ;  et  du 
Lemme  XVII  quand  LM  a  une  direction  quelconque. 
Ce  Porisme  est  un  de  ceux  que  Simson  a  rétablis  (i). 


(i)  Prop.  XXXIV.  «  Qu8R  est  Porisma,  unum  scilicet  ex  iis  inter  Poris- 
»  mata  Lib.  I  Eiiclidis,  qiiœ  Pappus  tradil  hisce  verbis  :  Quod  hcec  ad 
»  datum  punctum  7>ergit.  » 

Ce  Porisme  donne  lieu  à  une  observation  qui  fait  ressortir  un  nouveau 
point  de  contact  entre  la  Géométrie  moderne  et  le  Traité  des  Porismes  d'En- 
clide,  ouvrage  si  original  à  tous  égards,  et  qui  se  distingue  si  profondément 
des  autres  traités  mathématiques  des  Grecs,  par  sa  conception  comme  parles 
matières  fécondes  qu'il  renfermait. 

A  chaque  droite  LM  correspond  un  point  p,  d'après  le  Porisme.  Mais  une 
conséquence  qui  s'oflre,  à  In  simple  vue,  c'est  que  si  ces  droites  passent  toutes 
par  un  même  point  M,  les  points  p  sont  tous  sur  une  même  droite  mm'.  Do  .sorte 
qu'il  y  a  entre  deux  figures  qui  seraient  formées,  l'une  par  des  droites  quel- 
conques LM,  et  l'autre  par  les  points  p  qui  correspondent  à  ces  droites,  des 
relations  de  réciprocité  analogues  à  celles  des  pAles  et  polaires  dans  lathéo^y 
rie  des  coniques.  C'est-à-dire  que  ce  Porisme  d'Euclide  fournit  un  mode  de*^ 
transformation  des  figures  analogue  à  la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Cette  remarque  curieuse  est  due  à  l'auteur  môme  de  cette  célèbre  méthode . 
M.  le  général  Poncelet  l'a  insérée  dans  son  Mémoire  sur  VAnalj^se  des  Trans- 
versales appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  projeclives  des  lignes  et  surfaces 


(  .42  ) 

PomsME  XLII.   —  Si  sur  deux  droites  AB,  A'B'  qui  se 
coupent  en    S,    on  prend  deux  points  m,  m'  liés  entre 
eux  par  la  relation 


ou 


//?  B  *  w'  B'  ~"  SB  •  SF 
mk.m'W       SA. SB' 


mB.m'k'        SB.  SA' 

la  droite  mm'  passera  par  un  point  donné. 

Ce  point  est  à  riiilersection  des  deux  droites  A  A',  BB'. 
C'est  un  résultat  direct  du  Lemme  XVI  (proposition  142). 

PoRisME  XLIII.  —  Étant  données  deux  droites  fixes 
SX,  SX',  autour  d'un  point  fixe  p  on  fait  tourner  une 
droite  qui  les  rencontre  en  deux  points  m,  m',-  et  de  deux 


autres  points  donnés  P,  Q  on  mène  les  droites  Pm,  Qm 


séométriques.  {Voir  Journal  de  Mathématiques  de  Crelle;  t.  VIII,  p.  /|oS,  année 
i832.  —  Aperçu  historique,  p.  655.) 

Nous  ajouterons  ici,  puisque  l'occasion  s'en  présente  si  naturellement, 
que  le  Porisme  d'Euclide  a  son  analogue  dans  l'espace.  En  voici  l'énoncé  : 

Étant  donnes  un  anf^le  trièdre  dont  les  arêtes  sort  Sa,  Sb,  Se  et  trois  droites 
P  Q,  R  située!  dans  un  même  plan  passant  par  le  sommet  S  de  l'angle  trièdre; 
si  de  chaque  point  M  d'un  plan  donné  dans  Pespace  on  mène  trois  plans  passant 
par  les  droites  P,  Q,  H  et  rencontrant,  respectivement^  les  droites  Sa,  Sb,  Se 
en  a,  b,  c  :  le  plan  abc  passera  toujours  par  un  même  point  p. 

Réciproquement  :  Si  un  plan  transversal  tourne  autour  d'un  point  p  donné 
dans  l'espace  et  rencontre,  dans  chacune  de  ses  positions,  les  trois  arêtes  de 
Vansle  trièdre,  en  a,  b,  c  :  hs  plans  menés  par  ces  points  et  les  droites  P,  Q, 
R  respectivement,  se  couperont  en  un  point  situé  sur  un  plan  donné  de  position. 
(Voir  Aperçu  historique,  p.r)5/|.) 


(■■43  ) 

<iui  coupent  les  âroile.s  fixes  SX,  SX'  eti  \\  et  ii'  :  la  droite 
nn'  passe? a  par  un  point  donné. 

Qu'on  forme  le  parallélogramme  SApB',  on  aura,  par  les 
triaiii^les  semblables, 

A  m        pm  B'  S 

AS         p  m'        B' m 

Qu'on  mène  PAqui  rencontre  SX'  en  a',  et  par  le  point 
Q  une  parallèle  à  SX',  qui  coupe  SX  en  a.  Puis,  qu'on 
mène  QB'  qui  rencontre  SX  en  /?,  et  par  le  point  P  une 
parallèle  à  SX,  qui  coupe  SX'  eu  h'.  La  droite  nn'  passera 
par  le  point  de  concours  des  deux  droites  aa',  hh' . 

Kn  effet,  les  trois  droites,  menées  par  le  point  P,  savoir, 
P«',  P^'  et  P/z'  coupées  par  les  deux  SX  et  SX',  donnent, 
d'après  le  Lemme  XI, 

Km        an'  ^  b'  n' 

On  u  de  même,  à  l'égard  des  trois  droitcvs  Q^,  Q^,  Q// 
menées  par  le  point  Q, 


Oi 


B'/// 

un  ^  nn 

B'S 

~~  hs'7^' 

km 

B'S 

AS 

~h'm'' 

an.h^ 

a'n'.b'S 

hrt.aS 

~  b'n'.a'S 

doiK 


Ce  (fui  prouve,  d'après  1(;  Lemme  XVI,  (|ue  les  trois 
droites  «a',  bh'  et  nn'  passent  par  un  même  point. 

Donc,  etc. 

PoRisME  XLIV.  —  Trois  droites  SA,  SB  et  SC,  issues 
d'un  mente  point  S,  sont  données  de  .position y  et  ren- 
contrent une  autre  droite  y  aussi  donnée  de  position  j  en 


(  144  ) 

trois  points  A,  Vt  et  C^  par'  chaque  point  M  de  la  droite 

SC^  on  mène  la  droite 
MB  qui  rencontre  SA  en 
a,  et  une  parallèle  à  AB 
^«i  rencontre  SB  e«  b^ 
/a  droite  menée  de  ce 
point  au  point  A  ren- 
contre se  enc'.la  droite 

ac  passe  par  un  point  donné. 

Cela  résulte  du  Lemme  XVIII  (proposition  i44)  î  ^'^r  ce 

Lemme  prouve  que  la  droite  ca  rencontre  AB  en  un  point 

U  déterminé  par  l'équation 


CB 


AC.AB 


UB 
ÛÂ' 


Vir  Genre- 
Telle  droite  a  un  rapport  donné  avec  le  segment  compris  entre  tel  point 
et  un  point  donné. 


PORISME  XLV 


Etant  donnés  trois  droites  parallèles 
LM,  AX,  A' Y  et  le  point  A  sur 
l'une  d'elles  AX^  si  autour  de 
deux  points  P,  Q  on  fait  tourner 
deux  droites  qui  se  coupent  sur  la 
droite  LM,  et  rencontrent,  res- 
pectivement, les  deux  autres  en 
deux  points  m,  m'  :  on  pourra  tromper  un  point  A'  sur  A' Y 
et  une  constante  /,   tels,   que  l'on  aura  toujours 


A  m 


1 


Qu'on  mène  PA  qui   rencontre  la  droite  LM   en  a;  la 
droite  Qa  coupe  la  troisième  droite  au  point  demandé  A', 

,        .         .  .     ,     ,     AR 

et  la  raison  A  est  égale  a  tt^* 


(  -45  ) 

En  effet,  on  a,  par  les  triangles  semblables^ 


a  M        A  ni 

«M 

A' m' 

nV-AV.      ''' 

nY  ~ 

A'E' 

Doue 

A  m 

AE 

A'  m'  ~ 

A'E' 

Donc,  etc. 

PoRisME  XLVI.  —  Si  de  Ci 

haqiie  p 

oint  c 

on  abaisse  des  obliques,  sous  des  angles  donnés,  sur  deux 
droites  parallèles ,  les  pieds  de  ces 
obliques  étant  m  et  m! -^  et  quun 
point  A  soit  donné  sur  la  première 
parallèle  :   on  pourra  tromper  un 

^ point  A'  sur  la  deuxième,   et  une 

"^^^         ^      "*  raison  X,    tels,   que  les  deux  seg- 

ments A  m,  A'iïi'  seront  toujours  dans  cette  raison. 

Que  par  le  point  A  on  mène  la  parallèle  aux  obliques 
abaissées  sur  la  première  des  deux  droites  parallèles -,  et 
par  le  point  a  où  cette  droite  coupe  la  droite  LE,  la  pa- 
rallèle aux  obliques  abaissées  sur  la  deuxième  :  le  point  A' 
de  rencontre  de  ces  deux   dernières  droites  et  la  raison 

^         AE.ctE'        -pi 

/  z=  — - — — -  satisfont  a  la  question. 


n 


«E.A'E' 

Car  on  a 


ou 


Am  «M  A' m'        «M 

ÂË""^  ^'       ^*      A'E'  ~^' 

A/7?         AE     A'E'        AE.rtE' 


A'  m'        aY.      a  E'        a  E .  A'  E' 

Donc,  etc. 

PoRiSME  XLVII.  — Si  de  chaque  point  M  d'une  droite 
LM  on  abaisse  sur  deux  aufrcs  droites  AX,  A'X'  et  sous 
des  angles  donnés,  des  obliques  dont  les  pieds  soient  m  et 
m'  :  le  point  A  étant  donné  sur  la  droite    AX,  on  peut 


(Iclcrnnner  îe  point  A'  sur  A'X\.(H  trouver  une  l'aisofi  / 
tels,  que  Ion  aura  toujours 


km 


=  1. 


A' m' 

Par  le  poinl  donné  A  on  mène  une 
parallèle  aux  obliques  abaissées  sur 
AX,  et  par  le  point  a  où  cette  pa- 
rallèle rencontre  la  droite  donnée  LiM  on  abaisse  l'oblique 
ah!  sur  A'X'  :  le  pied  A'  de  cette  oblique  est  le  point  cher- 
ché. 

Pour  déterminer  la  raison  X,  on  ])eut  abaisser  du  point 
K  où  la  droite  LM  rencontre  AX,  l'oblique  EF/  sur  AX'  : 
on  aura 

,  _   AE 
^^  ~  A^' 

En  eiret,  par  les  triangles  semblables, 

A'  m' 


km 


^M 
«K 


Do 


ne 


■  A'  VJ 
AE 


km 


A' m'        k' h:' 


C.     Q.     F.     D. 

PoufSME    XLVllI.    —   Étant  donnés  deux  droites  SA, 

SB,  le  point  A  sur  la  première  et  un  point  O  hors  de  ces 

droites  :  on  pourra  déterminer  un  angle  H,  une  raison  X 

et  le  point  A'  sur  la  deuxième  droite,  de 

manière  que  si  l'on  fait  tourner  T angle  il 

autour  du  point  O  comme  sommet,  ses  côtés 

rencontreront,    respectivement ,    les   deux 

droites  en  deux  points  m,  ni',  tels,  que  le 

rapport  des  deux  segments  Am,  A' m'  sera 

toujours  égal  à  la  raison  /.. 

Que  du  point  O  on  abaisse  hvs  poipendlculaires  Ou,  Oa 


(  «47  ) 

sur  les  deux  droites,  l'angle  aOa'  l'oniié  par  ces  deux  per- 
pendiculaires est  l'angle  cherché  H^  la  raison  1  est  le  rap- 
port des  deux  perpendiculaires  \  et  pour  trouver  le  point  A' 
il  suffit  de  faire  tourner  l'angle  fi  ou  aOa'  autour  de  son 
sommet  O,  de  manière  que  le  premier  côté  Oa  passe  par 
le  point  A  *,  le  deuxième  côté  Oa'  détermine  le  point  A'. 
Si  donc  m  et  m'  sont  les  points  où  l'angle  tournant  aOa\ 
dans  une  de  ses  positions,  rencontre  les  deux  droites,  on 

A  m         Oa 
aura  -7—,  =  -— ^. 
A  m      .  Oa' 

En  efïet,  les  deux  triangles 0«w,  Oa' m'  sont  semblables 

parce  qu  ils  sont  rectangles  et  que  leurs  angles  en  O  sont 

égaux.  Donc 


a  m         Oa 

a'  in'~  Oa' 

De  même 

«  A         Oa 

a'K'~Oa' 

Donc 

Am         Oa 

A' m'  ~  Oa' 

VHP  Genre. 

Q.     F.     D. 


Telle  droite  a  un  rapport  donné  avec  une  autre  droite  abaissée  de  tel  point. 

PomsME  XLIX.  —  Étant  données  deux  droites  SA,  SA' 

et  un  point  O,  si  de  ce  point  on  mène  une  droite  Om  à  un 

j.  point  m  de  la  droite  SA  et  une  autre  droite 

faisant  avec  celle-là  un  certain  angle  £i 

et  renco77trant  la  droite  SA'  en  un  point 

m'  :  on  pourra  déterminer  cet  angle  Û.  et 

trousser  une  raison  1,  tels,  que  le  rapport 

.^,  des  deux  lignes  Om,  Om' soit  toujours  égal 

.  à  cette  raison . 

Que  du  point  O  on  abaisse  sur  les  deux  droites  les  per- 

10. 


(  .48  ) 

peiidiciilaires  O  rt,   On!  :  Taiigle  fl  qui  satisfait  à  la  ques- 
tiori,  est  l'angle  aOa'  de  ces  deux  perpendiculaires-,  et  la 

raison  A  est  égale  a  leur  rapport  -— • 

En  effet,  les  deux  triangles  rectangles  m«0,  ni'a'O  ont 
leurs  angles  7?zO<7,  m' O a'  égaux,  et  par  conséquent  sont 
semblables  :  d'où  résulte 


l. 


Oin  _0a 

Donc,  etc. 

Observation.  Quand  Euclide.dit  qn  tine  droïfe  est  abais- 
sée (P lin  point,  on  doit  entendre,  abaissée  sur  une  droite 
donnée  de  position  et  sous  un  angle  donné.  C'est  ce  que 
montre  la  définition  XIII  du  Livre  des  Données,  savoir  : 
«  Une  droite  est  abaissée,  quand  on  la  mène  par  uïi  point 
donné  sur  une  droite  donnée  de  position  et  sous  un  angle 
donné.  » 

Cela  justifie  le  sens  que  nous  attribuons  au  VHP  Genre, 
en  proposant  le  Porisme  ci-dessus. 

Une  autre  considération  peut  encore  nous  autoriser  à 
penser  que  ce  Porisme  satisfait  à  l'énoncé  laconique  de  Pap- 
pus.  C'est  qu'il  correspond  à  une  proposition  connue  des 
Anciens,  à  un  des  cas  de  la  première  proposition  des  Lieux 
plans  d'Apollonius  rapportée  par  Pappus. 

Porisme  L.  —  Si  de  chaque  point  M  d'une  droite  LM 
on  abaisse  sur  deux  droites  fixes  OX,  OY  deux  obliques 
M  p,  Mq  sous  des  angles  donnés  :  on  pourra  tromper  un 

point  B  sur  la  deuxième  droite  OY 
et  une  raison  1,  tels,  que  l'obli- 
que Mp  abaissée  sur  la  première 
droite  sera  au  segment  \]([  com- 
pris entre  le  point  B  et  le  pied  de 
l'oblique  abaissée  sur  la  deuxième 
droite,  dans  la  raison  1. 
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La  droite    donnée   LM    rencontre  OX,   OY   en  E  et  F 


respectivement 

Qu'on  mène  par  le  point  E  une  parallèle  aux  obllcpics  M</, 
laquelle  rencontre  OY  en  B,  et  par  le  point  F  une  parallèle 
aux  obliques  M/?,  laquelle  rencontre  OX  en  G^  le  point  h 

et  la  raison—  =;  A  salistont  a  la  question. 

En  eiï'et,  on  a  par  les  triangles  semblables, 


Doi 


C.     Q.    F.     D. 


M/? 
FG 

•me                B7        ME 
~"FE'      '^      BF~FE* 

FG 

nq                  Mp         FG 
-BF'      ''''      B^-^^BF 

LV  Genre. 

Tel  rectangle  a  un  rapport  donné  avec  lerectanf;le  construil  sur  telle  droit»? 
et  une  droite  donnée. 

PoRiSME  LL  —   Quand  deux  points  variables  m,  w)!  sur 
deux  droites  ab,  a'b',  sont  liés  par  la  relation 

nm         ^  Çi'ni' 

T~  ^^  ^  T> — 7' 
bm  0  m 

il  existe  entre  ces  points  cette  autre  relation, 
\m  .Cm'  __ 

c'est-à-dire  (pie,  si  Von  prctid  arbitrairement  un  point  C 
sur  la  première  droite ,  et  une  ligne  c/.  :  on  peut  trouver 
un  second  point  1  sur  cette  droite,  un  point  C/  sur  la 
deuxième,  et  une  raison  (x,  tels,  que  cette  relation  ait  tou- 
jours lieu. 

Prenons  pour  C  le    point  qui    sur   la  deuxième  droite 
correspond  au  point  C  de  la  première,   de  sorte  (ju'on  ait 

<7  C ^     n'C 


'l  par  conséquent  l'équation 

nm  .  bC  _  a' m'  .  b'  C 
' ,  bm  ,  aC     '  b'm'  .  a' C 

Qu'on  approche  Fune  des  droites  de  l'autre  pour  faire 
coïncider  les  deux  points  «,  a'-^  soit  alors 
S  le  point  de  concours  des  deux  droites 
bh'^  ce 5  il  résulte  de  l'équation  (i)  que 
la  droite  mm'  passera  toujours  par  ce 
point,  d'après  le  Porisme  XLIII  (ou, 
si  l'on  veut,  d'après  le  Lemme  XV^I  de 
Pappus). 

Si  maintenant  on  mène  la  droite  SI 
parallèle  à  la  deuxième  droite  a! h' m' ^ 
on  aura,  d'après  le  Lemme  XIV,  les  deux  équations 

al     aC__  h' a 

'bl'JC~  a'C' 

Im      la  _  a  a' 

Cm  '  C«  ~  Cm'' 

La  première  donne 


al 
b\ 


aC.b'C 
bC.a'a 


al 

ou      -  =  /, 


al  = 


l.ab 
>  — 1 


ce  qui  détermine  le  point  L 
La  deuxième  équation  s'écrit  : 


ImX'm'        la.Ca' 


Cm 


Ca 


ou 


ImCm' 
Cm  .ex. 


la.Ca' 
Ca  .a. 


const.  =  ^'i 


ce  qui  est  l'équation  qu'il  fallait  obtenir. 
La  valeur  cherchée  de  fx  est  donc 

la.Ca'  \  ab.Ca' 

'  '  Ca  .u  (À  —  i).Ca  . 

Aiu«jl  le  Porisme  est  démontré. 


a'S' 


On  peul  donner  à  la  raison  ^j.^  celle  expression  plus  sini- 

C'J' 
pie  a  = :  de  sorte  qu'on  a 

a      . 

Im.Cm'  _  la.C  a 
Cm  Ca 

J'  étant  le  point  déterminé  par  l'équation  ^7^  =  ^'  Car  si 

Ton  mène  la  droite  SJ'  parallèle  à  ab ,  les  trois  droiles 
S^,  se  et  SJ'  coupées  par  les  deux  ab,  à'b'j  donnent,  d'a- 
près le  Lemme  XI, 

nC  __a^^a^  «'J'_a^,  flC_  _i^ 

Tc^Vc'  FT''     ^"    77T'~'  Vc'Vc~r 

Mais  on  a,  par  les  triangles  semblables, 
"  U.  _SC'  _  C'J' 


Ca 


ce 


a  ou      — =  Uy. 


Ca 


Donc,  etc. 

Remarque,  En  considérant  les  trois  droites  S/^  S/7i,  SI, 
on  trouve 

Im^^la         b'a' 

bm  '  ba 

b'y 

a 


h' m' 
a' 


bm  .a  ba  .a 

Ce  qui  montre  ({ue  le  Porisme  subsiste  quand,   au  lieu  de 
prendre   les  points  C,  C,  on  conserve  les  deux  Z>,  b' . 

PoiiiSME  LII.  —  Quand  deux  droiles  tourneîit  autour  de 
deux  points  P,  Q  eu  se  coupaiit  toujours  sur  une  droite 
LM,  et  rencontrant ,  respective^ 
^  ment,  deux  autres  droites  AX , 
A'X'  en  \n  et  en  m' 5  le  point  A 
étant  donné  ôur  la  première  de 
ces  droites  et  une  ligne  cf.  étant 
aussi  donnée  :  on  peut  trouver  un 
second  point   I   sur  la   prcnu'cre 


(   '5.  ) 
droite j  le  point  A'  sur  la  seconde,  et  une  raison  X,  tels. 
{jHon  ait  toujours  V équation 

Iw  .  A' m' 


A  m 


=  A. 


Qu'on  mène  la  droite  PA  qui  rencontre  la  droite  LM  en 
a^  la  droite  Qa  rencontrera  la  droite  A'X'  au  point  cher- 
clié  A'.  Puis,  que  par  les  points  P  et  Q  on  mène  aux  droites 
AX,  A'X',  respectivement,  des  parallèles  qui  rencontrent 
la  droite  LM  en;  et/-,  la  droite  Pi  marque  sur  AX  le  point 
cherché  I;  et  la  droite  Qj  rencontre  la  droite  A'X'  en 
un  point  J',  qui  fait  connaître  la  raison  1:  car  il  faut 
prendre 

1  —  — 

a 

De  sorte  qu'il  reste  à  prouver  qu'on  a  toujours 

Im  .A' m'  __  AT 
Am  .  a.  a 

En    effet,    les    quatre  droites  menées   par  le    point  P,  • 
et  coupées  par  LM  et  AX,  donnent  Téquation 

I  m  ^  '■  M     ij 

A  m        «M  '  aj 

Les  cjuatre  droites  menées  par  le  point  Q,  donnent  pa- 
reillement. 

A'  m'       «M  '  iU 

Donc, 

Iw  A'J'  Im.A'm'         ,,^, 

-—  =  --— ,  '      ou =  A'J  . 

A  m        A  m'  A  m 

c.    g.    F.    D. 

PoRisME  Lin.  —  De  chaque  point  M  d'une  droite  LM  on 
mène  à  un  point  fixe  P  une  droite  PM  qui  rencontre  une 


(  ^53  ) 
'Iroite  AX  eu  un  point  m;  et  du  même  point  M  on  abaisse 
une  perpendiculaire  M  m'  sur  une 
autre  droite  A'X';  le  point  A'  étant 
donné  sur  cette  droite,  et  une  ligne  a 
étant  aussi  donnée  en  longueur  :  on 
peut  déterminer  le  point  A  et  un  point 
I  sur  la  droite  AX,  et  une  raison  X, 
tels,  que  Von  aura  toujours  Véquation 

\m  .  A'  m' 


A  m  .  a 


Elevons  sur  A'X'  une  perpendiculaire  qui  renconlrera  la 
droite  LM  en  «-,  la  droite  Va  coupera  la  droite  AX  au 
point  cherché  A.  Menons  parallèlement  à  LM  la  droite 
PI  qui  rencontre  AX  en  I  :  (;e  point  I  sera  l'autre  point 
cherché.  Enfin  conduisons  la  droite  P/  parallèle  à  AX,  et 
par  le  point  y,  commun  à  cette  parallèle  et  à  la  droite  LM, 
abaissons  une  perpendiculaire  jJ'  à  la  droite  A'X'  :  le  pied 
de  cette  perpendictilairc  déterminera  la  raison  1. 
On  aura 

A'J'        Im.A'm' 


1  = 


Ani  .x 


A'J' 


De    sorte  que    les   points    A    et    I    et    la    raison  X  = 

résolvent  la  question. 

En  effet,  les  quatre  droites  PA,  Pm,  PI  et  P;   coupées 
par  les  deux  AX  et  LM  donnent 

Iw  _  aj 
A  m        a  M 
Mais 

aj  __A^J^ 
oM        A  m'' 
Donc 

Lw_A^^  Irn.A'm' 

A  ///        A' m'  A  m 


A' y. 


.r.4 


El  par  couséquent 


1/n  .  A' m' 
Km  .  et. 


A' y 

a 


PoRiSME  LiV.  —  Si  autour  d'un  point  p  on  fait  tour- 
ner une  droite  qui  rencontre  deux  droites  données  SA, 
SA',  on  deux  points  m,  m'^  qnôn  donné 
aussi  la  longueur  d^ine  ligne  cf.  et  une 
raison  X:  on  peut  déterminer  deux  points 
A  et  I-  sur  la  première  droite  donnée  et  un 
point  K'  sur  la  deuxième,  tels,  quon  aura 
toujours 

\m  .  A'  m' 


A  m 


Une  parallèie  à  SA^  menée  par  le  point  p,  rencontre  SA 

au  point  demandé  I.   Pour  les  points  K  et  A'  il  suffit  de 

mener  par  le  point  p  la  droite  pAA'  déterminée  par  la  re- 

AS  IS  . 

lation  —7—  =  — -•  (Ce  qui  est  un  des  cas  du  problème  bien 

connu  de  Isi  section  de  raison.) 

En  effet,  par  le  Lemme  XI,  appliqué  aux  lignes  jol, 
pA,  pm  coupées  par  les  deux  droites  données  SA,  SA',  on 
obtient  l'égalité 


Im.AS 
IS  .  A  m  '~ 

M   .  AS 

Mais  nous  supposons  (pu;  -7- 


loue 


I//7  A' m' 
cc.Arn 


A' S 


A. 


l'étpiation    devient 


Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Quant  à  la  construction  de  la  droite  pAA',  si  Ton  veuf 
ne  point  invoquer  le  problème  de  la  section  de  raison,  on 
rcfTecfuera  bien  simplenuMil  ainsi  ;  on  nièru'ia  par  le  point 


(   ':>5   ) 
p  et  parallèlemcul  à  SA  une  droite  i|ul  iincoii liera  SA''  en 
J';   puis  on  prendra  le  point  A',   tel,   (pie  Ton   ait 

Le  point  A  s'ensuivra. 

La  démonstration  de  cette  construction  résulte  encore  du 
Lenime  XL 

En  effet,  concevons  qu'une  droite  menée  arbitrairement 
par  le  point  S  rencontre  les  trois  lignes  pA,  pi  et  pi'  aux 
points  a,  i  et;;,  on  aura,  en  considérant  les  trois  lignes 
coupées  par  SA  et  S/7, 

?^^^.      (LemmeXL) 

Et,  pareillement,   en  considérant  ces  trois    mêmes   lignes 
coupées  par  SA',  S /7, 

SA'  Sa.ij 


AM 

\' 

i 

'S.^/y 

onc 

SA         SA' 
LS  ""  À'J'' 

ou 

SA           lî 

SA'        A' 

ais  on  a  pris  A'J'=  X. 

Cf. 

;il 

vient  donc 

M 

SA  _  JS^ 

sv  ~~  ir7k 

C.     Q.     F.     D. 

Observation.  On  peut  donner  1  un  des  deux  points  A,  A', 
et  demander  de  déterminer  la  raison  \.  C'est  ce  que  Ton  fera 
au  moyen  de  la  relation,. ci-dessus,  A'J'  =  X.a. 

PoRiSME  LV.  —  Etant  données  deux  droites  L]M  et 
\X!  dont  e  est  lo  point  d'intersection,  si  autour  de  deux 
points  fixes  P.  Q  oji  fait  tourner  deux  autres  droites  qui 
se  coupent  sur  hi  droite  LINf  et  rencontrent  la  droite  XX 
en  deux  j)oinls   n»,   lu  :  ou  pourra  trou\'cr  iiu  point  I  siir 


(  '5(5  ) 
XX'  et  une  ligne  [j.,  tels,  quon  aura  loujours 

Im  .  cm' 

=  u.. 

ein  ' 

En  eilet,  que  par  les  points  P,  Q  on  mène  à  la  droite 
XX'  des  parallèles  qui  iencontrent 
LM  en  R  et  S  j  les  deux  droites  PS 
et  QR  coupent  XX'  en  deux  points 
I  et  J'.  Le  premier  est  le  point  de- 
mandé, et  le  segment  eJ'  est  la 
ligne  demandée!  \l^  c'est-à-dire  que 
l'on  a 


I  m  .  ern  ' 


=:eS'. 


Cela  résulte  du  Porisme  LU,  dans  lequel  on  suppose  que 
les  deux  droites  AX  ,  A'X'  coïncident  et  que  le  point  A  soit 
en  e  sur  la  droite  LM. 

X*"  Genre. 

Tel  rectangle  équivaut  à  un  rectangle  donné  plus  le  rectangle  Tonne  sur 
telle  abscisse  et  sur  une  droite  donnée. 

PomsME  LVL   —  Si  Von  prend  sur  une  droite  IJ'  un 
point  fixe  e  et  à  partir  du  point  I  deux  points  consécu- 
tifs m,  m'  liés  par  la  relation 

• 

'  \}n.  cnî  =.  eni .  e  J', 


^ — \. 


il  existera  entre  ces  points  une  autre  relation  de  la  jornic 

yni.ïm'=  V  H-  ij..mm'. 

C'est-à-dire   (ju'on  pourra    trouver  un   rectangle  v  et  une 
ligne /JL,  tels,  cju'on  ait  loujours  cette  écjuation. 

En  effet,  les  deux  segments  J'm,  I/;/  empiètent  l'un  sur 
1  autre  :  par  conséquent  leur  rectangle  est  égal  à  la  somme 


(  ':'7  ) 
des  deux  n^taiigles  J'I.mm^  el  Im.  J'm' :  ainsi, 

Mais  la  relation  donnée  s'écrit  aussi 

lin  (ym'  -  ye)  =  (le  —  Jm)e3', 
ou 

Irn  .y /II'  =  le.eJ'. 
Donc 

J' /// .  l  /;/'  =  I  e .  y  e  +  J' I .  niin'  (  2) . 

11  suffît  dès  lors  de  prendre  v^Ic'.J'c,  et  a=:J'I  pour 

obtenir  la  relatioîi  demandée. 

PoiusME  L\  II.   —   On  donne   un  triangle  CAB  et  un 

point  P  situé  sur  le  prolongement  de  la  hase  AB  ^  ^e  cha- 
que point  M  du  côté  BC  on  mène 
la  droite  MF  et  une  parallèle  à 
AB;  (es  droites  rencontrent  le 
côté  AC  en  deux  points  ni  et  m'  : 
on  peut  trouver  deux  points  I  et 
y  sur  ce  côté,  un  rectangle  v  et 
^  une  droite  /ui,  tels,  que  le  rectangle 

J'ni.Ini'  sera  égal  à  la  somme  des  deux  rectangles  v  et 

[x .  mm'. 

Menons  par  le  point  P,  parallèlement  à  B(],  la  droite  PI 

qui  rencontre  AC  en  I5  et  parallèlement  à  AC,  la  droite  PK 

qui  rencontre  BC  en  K:  puis,  par  le  point  K  parallèlement 

à  AB  la  droite  KJ'  qui  rencontre  le  côté  AC  en  J'  :  les  points 


(i)  Celte  équation  à  laquelle  donnent  lieu  quatre  points  quelconques  en 
li{Tne  droite,  fait  le  sujet  du  Porisme  LIX  ci-après. 

(i)  Four  nous  conformer  à  la  Géométrie  des  Grecs,  nous  no  supposons  pas, 
dans  cette  démonstration,  que  les  segments  aient  des  sijnes;  mais  dans  l'é- 
quation finale  ainsi  que  dans  l'équation  donnée,  nous  écrivons  les  segments 
(le  manière  que  la  règle  des  signes  soit  applicable,  et  que  le  Porismo  dé- 
montré dans  l'hypothèse  où  les  points  J',  e,  m',  ni,  I  ontles  positions  relati- 
ves qu'indique  la  figtjro,  conserve  un  sens  déterminé  dans  tous  les  autres  cas. 


(  '58  ) 
I  et  J'  seront  les  points  demandés,  le  rectangle  v  sera  égal 
à  lA.J'A,  et  la  ligne  ^,  à  J'I-  de  sorte  qu'on  aura  toujours 

y  m  .1/n  =  y  A .  lA  -h  J'I .  fum. 


Il  nous  suffît  de  prouver  que  l'on  a 


I  w .  A 


A  m 


AJ',  car  de 


cette  équation  résultera,  d'après  le  Porisme  précédent,  celle 
qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Or,  menant  la  droite  ]^ni  parallèle  à  AC  et  qui  rencontre 
PM  et  PI  en  n  et  i\  on  a,  à  cause  des  parallèles, 

ml 
ni  A 
ou 


AJ' 

BK. 

/?P 

ni 

A  m'  " 

~  BM" 

«M 

nB  ~~ 

Im 

km' 

AJ'. 

km 


C.     Q.     F.     P 


Donc,  etc. 

PoiiisME  LMII.    —   Etant  donné  un  triangle  ABC,  si 
autour  de  deux  points  fixes  P,  Q  pris  sur  la  hase  AB  on 

fait  tourner  deux  droites  dont 
le  point  de  concours  M  soit  tou- 
jours sur  le  prolongement  du 
côté  BC,  ces  droites  coupeivnt 
le  côté  AC  en  m  et  m',  et  l'on 
pourra  trouver  deux  points  1,  J' 
sur  ce  côté,  un  rectangle  v  et 
une  droite  /7.,  tels,  que  l'on  aura 
toujours 

y  m  .lui'  =  V  +  // .  nini . 

En  effet,  qu'on  mène  par  les  points  P  et  Q  des  parallèles 
à  AC,  qui  rencontreront  BC  en  /  et  75  les  droites  P/,  Qy 
couperont  AC  aux  points  cherchés  I  et  J'^  et  l'on  aura,  d'a- 
près le  Porisme  LV, 

Im.Cm' 


Cm 


=  CJ'. 
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Or,  d'api  es  l(j  Puiisiiic  LM,  celte  équation  doniH;  lieu  à 
la  suivante  : 

y  m. ini'  =  y  C.IC -h  n.mm\ 

On  a  donc 

v  =  J'C.IC     et     u.  =  yL 

Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Obsa/vaiion.  La  figure  présente  !(•  point  M  sur  le  pro- 
longement du  côté  BC  au  delà  du  point  C^  mais  il  pourrait 
être  pris  aussi  sur  le  prolongement  au  delà  de  B. 

L'équation  démontrée  aurait  encore  lieu,  si  je  point  M 
était  pris  entre  les  deux  i  et  y^paice  que  le  segment  m/// 
serait  toujours  dirigé  dans  le  même  sens  que  IJ'. 

Mais  pour  d'autres  positions  du  point  M,  soit  sur  le 
segment  Cy,  soit  sur  1)/,  le  segment  nini'  aurait  une  direc- 
tion contraire,  et  alors  on  démontrerait  cjue  le  rectangle 
ym.lni'  devient  égal  à  la  difTérence  des  deux  rectangles 
J'C.IC  et  J'L  mm'. 

XI"  Genre. 

Tel  rcctanrjle  seul  ou  avec  un  espace. donné  est ,  l'autre  a  un  rapport 

donné  avec  telle  abscisse. 

Une  lacune  qui  existe  dans  les  manuscrits  niud  cet  énoncé 
défectueux.  Il  nous  paraît  inutile  de  cliercher  à  le  rétablir, 
puisque  les  autres  énoncés  de  Pappus  nous  suffisent  am- 
plement pour  faire  connaître  le  caractère  général  des  Po- 
rismes  d'Euclide. 

X1I«  Genre. 

Telle  droite,  plus  une  autre  avec  laquelle  telle  autre  droite  est  dans  une 
raison  donnée,  a  un  rapport  donné  avec  un  segment  lormé  par  tel  point  à 
partir  d'un  point  donné. 

Chacune  des  é(|uations  suivantes  satisfait  à  cet  énoncé. 
Arn  -h  ^  .  B  /// 

■•      cJ^, =  f'' 


II. 


(   i6o  ) 
A/;/  -4-  \.Bm 
Cm' 


(^^ 


Am-t-l.B'm' 

'"•  — (T;;? —  =  ^^ 


IV. 


A  m  H-À.B'/w' 


F" 


PoRiSME  LIX.  —  Etant  donnés  deux  points  A,  B  5///- 
une  droite  et  une  raison  X,  on  peut  troui^er  un  troisième 
point  C  et  une  raison  ^,  tels,  que  pour  tout  point  ni,  pris 
sur  la  droite,  entre  A  et  B,  on  aura  toujours 

A  m  H-  A .  B  m 

— ô;, —  =  ^- 

Et  si  le  point  variable  u\  est  pris  dans  le  prolojigement  de 

la  droite  AB  [au  delà  de  A  ou  de  15, 

l         c        B      w~    indifféremment) ,   on  pourra  ironiser 

un  autre  point  C  et  une  autre  raison  pi,  tels,  que  la  même 

équation  subsistera. 

Considérons  le  cas  où  le  point  m  est  snr  le  prolongement 
de  x^B.  Si  l'on  détermine  le  point  C  sur  cette  droite  même, 

CA 

c'est-à-dire  enlre  A  et  B,  par  l'expression  ^tt  =^  X,  et  la  rai- 

BA     ,         1.^1.  1     . 

son  p.  =  —  ,  la  relation  a  démontrer  devient 

,  CA   ^  BA    ., 

Am  +  -^.Bm:^^.C,„, 

ou 

A  m .  BC  -h  C  A .  B  m  =  BA  .  C  m . 
Ecrivons 


Am  (C/;/  —  Ihn)  -f-  \)m  (A/7z  —  Cm)  =  Cm  [A m  —  B 


/// 


(  >fi'  ) 

Les  termes  de  celle  étjuatioii  se  clélruisenl  deux  à  deux.  Ce 
qui  démontre  le  Porisme. 
Ohseivation,  L'équation 

Am.BCH-CA.Bm=  BA.Cm, 

exprime  une  relation  entre  trois  des  quinze  rectangles 
([u'on  peut  former  avec  les  six  segments  auxquels  donnent 
lieu  quatre  points  quelconques  en  ligne  droite.  Ces  trois 
lectangles  sont  les  seuls  qui  soient  formés  de  deux  seg- 
ments n'ayant  pas  d'extrémité  commune.  Ils  se  distin- 
guent entre  eux  en  ce  que,  dans  le  premier  Am.CH,  l'un 
des  segments  est  placé  entièrement  sur  l'autre*,  dans  le 
deuxième  CA.Bw,  les  deux  segments  n'ont  point  départie 
commune;  et  enfin  dans  le  troisième  AB.Cw,  les  deux  seg- 
ments empiètent  l'un  sur  l'autre.  C'est  celui-ci  qui  tou- 
jours est  égal  à  la  somme  des  deux  autres. 

On  voit,  d'après  cela,  que  si  le  point  variable  m  doit  être 
pris  entre  A  et  B,  au  lieu  de  l'être  sur  le  prolongement  de 
AB,  il  faut  que  le  point  fixe  C  vienne  se  placer  sur  ce  pro- 
longement, au  delà  de  A  ou  de  B,  selon  que  la  raison  A  est 
plus  petile  ou  plus  grande  que  l'uni  lé. 

II. 

PoRiSMË  LX.  —  Quand  deux  points  variables  m,  m' 
divisent  deux  droites  en  parties  proportionnelles ,  deux 
points  A  eî  B  èAant  donnés  sur  la 
première  droite  ainsi  qu  une  raison  1: 
, ,     on  peut  tromper  un  point  C  sur  la  se- 

^  A  ^  B  7        ï        •  •  î 

conde  droite  et  une  raison  [à,  tels,  que 
f)our  tous  les  points  m  pris  entre  A  et  B;  ou  bien  pour 
tous  les  points  pris  en  dehors  du  segment  AB,  aura  tou^ 
jours  r équation 

A  ///  -h  X .  B  m 

1 1 


(  'fi^-  ) 

F^n  effet,  appelons  C  le  point  cpii  dans  la  première  di- 
vision eorrespondra  au  poinl  cherché  C  de  la  seconde  divi- 
sion, et  soit  a  le  rapport*  de  deux  droites  homologues  dans 
les  deux  divisions,  de  sorte  qu'on  ait 

Cm 


On  a,  par  le  Porisme  précédent, 
Par  conséquent 


,  CA  „  BA  ^, 


.  ,    CA  „  BA  ^f     , 

CA 
Qu'on  fasse  — -  z=  X,  ce  qui  détermine  le  point  C,  et  par 

suite    le   point  correspondant  C^  de   la    seconde  division. 

T3   .  ,  BA 

Fuis,  qu  on  prenne  ul  =  a.  — -i  on  aura 

BC 

A  m  -h  )  .B/w  BA 

CW  "^  ^  ■  BC  ^  ^* 

Ce  qui  résout  le  Porisme  énonc<î. 

PomsME  LXI.   —   Quand  deux  points  variables  m,  n/ 
divisent  deux  droites  en  parties  proportionnelles,  deux 
points  A  et  B  étant  donnés  sur  la  pre- 
mière droite  et  un  point  C  sur  la  seconde  : 

^ ,      on  peut  trouver  deux  raisons  1  et  f/,  t elles , 

que  pour  tous  les  points  m  situes  entre  A 
et  B,  ou  bien  pour  tous  les  points  situés  en  dehors  du  seg- 
ment AB,  on  aura  toujours  la  relation 

A  m  4-  À .  B  /// 

777—7= =   y- 

i.  nr 

En  effet,  le  rappori  de  deux  parties  homologues  sur  les 
deux  dioites  étant  a,  on  a,  commis  il  est  dit  dans  le  Porisme 


(   i6^ 
précédent, 


A,„  +  ^|î,»  =  «?^Cm', 


Il  sudii  donc  de  faire 


CA  BA 

BC      ^'      ^^^^-BC 


Ainsi  le  Porisme  est  démontré. 

Ohseivation.  L'équation  (i)  donne,  comme  conséquence, 
en  supposant  que  le  point  B  soit  à  l'infini,  celle-("i  : 

Am-f-CA=a.C'm'. 
Et,  en  effet, 

A  ///  -f-  CA  =  C^;^. 
Donc 

(J/7i  =  a  Cm'. 

i]e  qui  est  l'hypothèse. 

III. 

Porisme  LXII.  —  Quand  deux  points  variables  m,  m' 
divisent,  deux  droites  en  parties  proportionnelles^  un  point 
A  étant  donné  sur  la  première,  un  point  B'  sur  la  seconde, 
et  une  raison  1  étant  aussi  donnée  :  on  pourra  trouver  un 
point  G  sur  la  deuxième  droite  et  une 
raison  /:/,,  tels,  que  pour  tous  les  points  m. 

, situés  entre  le  point  A  et  un  certain  point 

B  quon  saura  déterminer,  ou  bien  pour 
tous  les  points  pris  hors  du  segment  formé  par  ces  deux 
mêmes  points  A  et  B,  on  aura  toujours  la  relation. 
Km  -h  ^.B'm'  _ 

En  effet,  soient  A' le  point  qui  sur  la  seconde  droite  cor- 
respond au  point  A  de  la  première,  et  a  le  rapport  entre 
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deux  lignes  liomologues  sur  les  deux  droites,  de  sorte  ({ne 
Arn  =  y..\'in\  L'équation  devient 

y.A'm'-hlAVni'=u..C'n/- 
ou 

A' m'  -h  ~.\Vm'  =  ^-.Cm\ 
y.  a 

Mais  la  relation  déjà  signalée  entre  les  rcnlangles  des  seg- 
ments formés  par  quatre  points  donne 

La  première  de  ces  deux  équations  fait  connaître  la  posi- 
tion du  point  C,  et  ensuite  la  seconde  donne  la  valeur  de 
la  raison  ^,  dans  le  cas  où  le  point  ///  doit  élre  pris  entie 
A'  et  B',  de  même  que  dans  le  cas  où  ce  point.doit  être  pris 
en  dehors  du   segment  xVR. 

Il  est  clair  que  le  point  W  qui  lixe  les  régions  du  point  m 
sur  la  première  droite  A  m,  correspond  au  point  donné  IV  de 
la  seconde  droite  A'/;/. 

Ainsi  le  Porisme  estdémontié. 

PoRiSME  LXIIL  —  Çyu and  deux  points  variables  m,  nV 
dwisent  deux  droites  en  parties  proportionnelles^  un  point 
A  étant  donné  sur  la  première  et  deux  points  B'  et  C  sur 
la  seconde  :  on  peut  trousser  un  troisième  point  A'  sur  cette 
droite  et  deux  raisons  1  et  [x^  tels,  que 
pour  tous  les  points  m'  situés  entre  A'  et 
B'  quand  le  point  C  se  trouve  au  dehors 
^  "'  ^'  du  segment  A'B',  ou  bien  pour  tous  les 
points  m'  situés  hors  du  segment  A!?»'  quand  le  point  C 
est  entre  h!  et  B',  on  aura  toujours  la  relation 

\m    t   A.B'//?' 


V:  m'  '^ 

En  elïet,  \t.  rapport  de  deux  divisions  étant  5r,  on  déler- 


(   .65  ) 
iiiiiiern  les  deux  raisons  ï  el  ^  par  les  expressions 
,  C'A'  HA' 

A'  élant  le  [)oinl  (pil  (orresjiond  sur  la  seconde  droite  au 
])oint  donné  A  sur  la  première.  Ce  qui  résulte  du  Porlsnie 
précédent. 

PoRisviE  LXI\  .  —  Si  de  chaque  point  M  cVuiie  droila 
LM  on  ahiiisse  des  perpendiculaires  Mm,  Mm'  sur  deux 
autres  droites  A  m,  IV m',  A  et  V/  étant 
deux  points  donnés  sur  ces  droites,  et  1 
étant  une  raison  aussi  donnée  :  on  pouira. 
trouver  un  point  Q'  sur  la  droite  B'm',  et 
une  raison  ^a,  tels,  que  pour  tous  les 
points  de  la  droite  LM  répondant  à  des 
perpendiculaires  dont  le  pied  in  tombe  entre  lé  point  A  cl  un 
certain  point  B  quon  saura  déternnner,  ou  bien  pour  tous 
les  points  LM  qui  répondent  à  des  perpendiculaires  dont 
le  pied  m  est  situé  hors  du  segment  AB,  on  aura  toujours 
la  relation 

km  -f- A.B'm' 
â^' =^^- 

Va\  effet,  les  deux  points  /w,  m'  forment  sur  les  deux  droi- 
tes fixes  deux  divisions  semblables  ;  donc  la  proposition 
actuelle  résulte  du  Porisme  LXII.  Il  est  clair  que  le  point  B 
de  la  droite  A  m  correspond  au  point  donné  B'  sur  la  droite 
WnL 

PoRiSME  LXV.  —  Si  de  chaque  point  d'une  droite  \JSV 
on  abaisse  sur  deux  autres  droites  fixes  des  perpendicu- 
laires dont  les  pieds  sont  m  et  m'^  un  point  A  étant  donné 
sur  l  une  de  ces  deux  droites,  et  deux  points  B',  C  sur 
l'autre  :  on  pourra  ironiser  un  troisième  point  A'  sur  cette 
droite,  et  deux  raisons  X  et  p.,  telles,  que  pour  fous  les 
points  de  la  droite  LM  dont  les  perpendiculaires  surVt'iSJ 


(  ■6(i  ) 
tombent  entre  h!  et  B'  quand  Je  point  C/  est  hors  du  seg- 
ment A'B';  ou  bien,  pour  tous  les  points  de  LM  dont  les 
perpendiculaires  tombent  dehors  du  Segment  A'B',  quand 
le  point  C  se  trouve  sur  ce  segment^  on  aura  toujours  la 
relation 

A  m  H-  A .  B'm' 

cw      ^^-    ■ 

C'est  une  conséquence  du  Porisine  LXIII. 
PoRiSME  LX\I.  —  Etant  dontiês  deux  droites  paral- 
lèles AX,  B'Y,  deux  points  A  etBf  sur  ces  droites,  et  une 
raisonl'^  si  autour  d'un  point  donné  p  on 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencon- 
tre les  deux  droites  en  m  et  m':  on  pourra 
trouver  un  point  C  sur  B' Y  et  une  raison 
a,  tels,  que  pour  tous  les  points  m  situés 
sur  le  segment  compris  entre  le  point  A  et  la  droite  plà'  \ 
ou  bien,  pour  tous  les  points  m  pris  au  dehors  de  ce  seg- 
mejit^  on  aura  toujours 

A  m  -hA.B'/// 

— cw —  =  f^- 

En  efi'et,  les  droites  menées  par  le  point  p  divisent  les 
lignes  AX,  B'Y  en  parties  proportionnelles  :  la  proposi- 
tion se  déduit  donc  du  Porisme  général  LXII. 

Observation.  Il  est  permis  de  supposer  que  les  trois 
points  A,  B',  C  soient  donnés  :  alors  on  peut  déterminer 
les  deux  raisoiis  1  et  fx  de  manière  que  l'équation  ait  tou- 
jours lieu.  Ce  qui  se  conclut  du  Porisme  I.XIII. 

IV. 

Porisme  LXVll.  —  Si  de  chaque  point  d'une  droite 
LM  on  abaisse  sur  trois  droites  fixes  des  perpendiculaires 
dont  les  pieds  sont  m,  m\  m";  deux  points  A  et  W étant 
donnés  sur  deux  de  ces  trois  droites,  et  une  raison  1  étant 


(  .67  ) 
aussi  donnî.e  :  on  pourra  trouver  un  point  C  sur  la  troi- 
sième, droite  et  une  raison  ^y.,  tels^  que  pour  tous  les  points 
de  la  droite  l^M  dont  les  perpendiculaires  Mm  ont  le  pied. 
m  situé,   entre  le  point  A  et.  un  certain 
point  B  quoTi  saura  déterminer'^  ou  bien 
pour  tous  les  points    de  LM,    dont   les 
perpendiculaires  tombent  en  dehors  du 
*  segment  formé  par  les  mêmes  points  A 

et  H,  ou  aura  toujours  entre  les  trois  segments  Am,  IV m'. 
Cm"  la  relation 

Km  -l-X.B'w' 

— cw — '^^- 

En  elïel,  (ra])i*ès  le  Porismo  LXI\  ,  on  peut  trouver  un 
point  C  sni-  la  seconde  droite  IV/?/  et  une  raison  u,,  tels, 
qu'on  aura 

Pi. m  -4-  /.B'/zi' 

cw — ='"•• 

Or,  on  sait  trouver  un  point  C'^  sur  la  tioisièint;  droite  et 
une  ligne  \x  satisfaisant  à  la  condition 

li,Q!n,!  =.^XJ'  m". 


On  aura  donc 


km  -K  )..B'w/' 
Ç:'~m'' 


C.     Q.     F.     D. 

PoRiSME  I^XVIIl.  —  Si  de  chaque  point  d' une  droite  LiVl 
on  abaisse  sur  trois  droites  fixes  quelconques  des  perpen- 
diculaires dont  les  pieds  sont  ra,  m',  ni'';  un  point  A  étant 
donné  sur  la  première  de  ces  droites ,  un  point  IV  sur  la 
seconde,  et  un  point  Q"  sur  la  troisième  :  on  pourra  trouver 
deux  raisons  1  et  ^,  telles,  que  pour  tous  les  points  rie  la 
droite  LM  dont  les  perpendiculaires  Mm  ofit  le  pied  m 
situé  entre  le  point  A  et  un  certain  point  B  quon  saura 
déterminer j  ou  bien,  pour  tous  les  points  fia  LM  dont  les 
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perpendiculaires  toniheni  en  dehors  du  segment,  Jointe 
parles  mêmes  points  A  et  B,  on  aura  toujours  la  relation 


A  /;/  -f-  ). .  B'  m' 


IJ.. 


En  elîet,  soit  C  le  point  qui  sur  la  seconde  droite  corres- 
pond au  point  C'^  de  la  troisième;  on  peut  trouver  (d'après 
le  Porisme  LXII)  une  raison  A  et  une  raison /^i,  4^*  enirai- 
nent,  quel  (]ue  soit  ///,  l'égalité 


A  m 


Cm' 
Or  on  sait  que 

am'=z7J.C'm": 

y/  étant  un  rapport  connu.  Donc 
A  //?  +  A .  B'  ///' 

Ainsi  la  raison  demandée^  est  égale  à  a'.fjii. 


y,=z  a  ,a. 


JVA/ 
B^C' 


BC 


BA 


B'C       WC 


Porisme  LXIX.  —  Étant  donnés  trois  droites  parallè- 
les, deux  points  A  et  B'  sur  les  deux  premières^  et  une 
raison  X;  si  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une 
transy^ersale  qui  rencontre  les  droites  fixes  en  trois  points 
m,  m',  m'^  :  on  pourra  trouver  un  point 
C^  sur  la  troisième  et  une  raison  ^,  tels, 
que  pour  toutes  les  positions  de  la  trans- 
i^ersale  comprises  dans  l'angle  A  /sB';  ou 
bien,  pour  toutes  les  autres  positions  de 
cette  droite,  on  aura  toujours  la  relation 
suivante  entre   les  trois  segments  Ain,   IV m',  Cm!'  \ 

\m  -f-  lAV  tu' 


Cni" 


!■'■■ 


(   '69  ) 
Mais  le  poinl  C  et  la  raison  (j.  seront  rliff'crenls  clans  les 
deux  cas. 

Les  ti  ois  points ///,  ui'^  m"  divisent  évidemment  les  trois 
droites  en  parties  proportionnelles  :  par  conséquent,  la  pro- 
position se  démontre  comme  le  Porisme  LXVJI. 

PoRiSME  LXX.  —  Etant  donnés  trois  droites  paral- 
lèles, et  trois  points  A,  IV,  Q"  sur  ces  droites j  si  autour 
d'un  point  p  on  fait  tourner  une  trans^erscde  (jui  les  ren- 
contre en  m,  m'  et  m"  :  on  pourra  trouver  deux  raisons  /  et 
|(ji,  telles,  que  pour  toutes  les  transversales  comprises  dans 
l'angle  A|oB',  quand  la  droite  pC  est  au  dehors  de  cet 
an^le;ou  bien,  pour  toutes  les  transite i sales  menées  hors 
de  l'angle  A  pB^  quand  la  droite  pQ"  est  située  dans  l' an- 
gle j  on  aura  toujours  entre  les  segments  Am,  B'm',  et 
ÇJ'm   la  relation 

km  -\-  \.W u)' 

— c^' — ^''- 

Ce  Pi)iisme  résulte,  comme  le  LXVllP,  de  ce  que  les 
trois  points  ///,  m' ^  m"  forment  trois  divisions  semblables. 

Remarque.  Si  des  trois  points  A,  B',  Ça"  on  abaisse  sur 
les  transversales  pmm' m"  à^s  perpendiculaires  /;,  r/,  /•, 
elles  seront  proportionnelles  aux  tiois  segments  A///,  15^//, 
Ç" iti" .  Par  conséquent  on  aura  l'équation. 

r 

De  là  ce  nouveau  Porisme  : 

PouisME  LXXI.  —  Étant  donnés  trois  points  A,  IV, 
C^^,  si  autour  d'un  autre  point  p  on  fait 
tourner  une  droite  dont  les  distatices  ii 
ces  trois  points,  dans  chacune  de  ses  po- 
sitions, sont  représentées  par  p,  q,  r  :  oti 
pourra  trouver  deux  raisons  /  et  y.^  telles, 
(pie  j)our  toutes  les  positions  de  la  dioitc 


(  ■-"  ) 

tournante  comprises  dans  Vanglc  A ^13',  quand  la  droite 
pÇJ'  est  au  dehors^  ou  bien,  pour  toutes  les  positions  de  la 
droite  tournante  hors  de  cet  angle,  quand  la  droite  pQ" 
y  est  coni])risej  on  aura  toujours  entre  ces  distances  la 
relation 

/>-hA.r/ 


Xlir  Genre. 

Le  triangle  qui  a  pour  sommet  un  point  donné  et  pour  base  telle  droite,  est 
équivalent  au  triangle  qui  a  pour  sommet  un  point  doriné~et  pour  base  le 
segment  compris  entre  tel  point  et  un  point  donné. 

PoRiSME  LXXII.  —  Si  de  chaque  point  M  d'une  droite 
LM  on  abaisse  des  perpendiculaires  Mm,  Mm!  sur  deux 
droites  fixes  AX,  BY:  le  point  A 
étant  donné  sur  la  première,  un 
autre  point  O  étant  donné  hors  de 
cette  droite,  et  une  troisième  droite 
CIL  étant  aussi  dotinée  :  on  peut 
déterminer  un  point  A' sur  la  droite 
BY  et  un  point  O'  sur  CZ,  tels, 
que  le  triangle  qui  aura,  pour  soui- 
met  le  point  O  et  pour  base  le  seg- 
ment  A  m,  sei'u  équivalent  au  triangle  ayant  pour  sommet 
le  point  O'  et  pour  base  le  segment  K'm! . 

Que  par  le  point  A  on  élève  la  perpendiculaire  A  a  sur 
AX,  et  que  par  le  point  a  où  elle  rencontre  la  dioile  don- 
née LM,  on  abaisse  sur  BY  la  perpendiculaire  ak'  \  le  j)ied 
A'  est  le  point  cherché  sur  cette  droite. 

SoitO/^  la  distance  du  poinl  donné  O  à  la  droile  AX  ; 
([u'on  prenne  A' D'  =:  Op  sur  BY  et  que  par  le  point  D'  on 
mène  à  cette  droite  une  perpt^ndiculaire,  qui  rencontre  la 
droite  LM  en  d\  que  de  ce  point  on  abaisse  sur  AX,  la  per- 
pcndiciilaiie  dont   \v  pied  est  1).   L<'  point  «  herché  ()  sur 


la  liuisièmc  droili"  CZ  sera   à   urni  distance  de    \^Y  égale 
à  AD. 

En  etïel,  il  sullit  de  prouver  (|ue  Ton  a  toujours,  quelque 
soit  le  point  M  pris  sur  J.M, 

A///.A'D'==  A'm'.Al),     ou     ^^  =  ~ 

\  m'        A  1) 

Cette  propOFlioii  a  lieu  évideuinieiil,  earon  a 

A/7/         «M         A'///' 
AI)  ~  ^  ~  A^'' 
Donc,  ele. 

PoRisME  LXXllI.  —  Si  autour  de  deux  points  fixes  P,  Q 
on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  succcssii^cnient 
en  chaque  point  M  d\ine  droite  LFj  et  qui  rencontrent,  res- 
pectivement,  deux  droites  fixes  AX,   BY  paraîlStes  à  la 

base  PQ,  en  deux  points  m, 
vn'\  le  point  K  étant  donné  sur 
Vune  AX  vie  ces  droites .,  et 
un  autre  point  O  quelconque 
étant  aussi  donné  :  on  pourra 
trouver  un  point  A'  sur  la 
droite  Wi  et  un  point  CV  sur 
une  droite  donnée  CZ,  tels, 
que  le  triangle  qui  aura  pour  sommet  ce  point  O'  et  pour 
base  le  segment  A' m',  sera  équivalent  au  tiiangle  ayant 
pour  sommet  le  point  O  et  pour  base  le  segment  A  m. 

Qu'on  mène  PA  qui  coupe  la  droite  LE  en  a  5  puis  Qrt  qui 
rencontre  liY  en  A'.  Qu'on  prenne  sur  cette  dernière  droite 
A'D'  égal  à  la  distance  du  point  O  et  de  la  droite  AX  ;  qu'on 
mène  QD'  ([ui  rencontre  LE  en  //^  puis  P(T?qui  rencontre 
AX  en  D.  Enlîn  (|u'on  prenne  sur  CZ  le  point  O'  à  une 
distance  de  A' Y  égale  à  AD.  Les  points  A' et  O'  seront  les 
[)oints  demandés. 

En  elî'et,  les  (jualre  droites  Va,  PM,  V(L  PQ  coupées  par 


(  «7^  ) 
AX,  EL  (loimeiil,  d'après  le  Lemiiie  XI, 

A  m        a  M     EM 


Pareillemciil 


IJoin 


AD  nd      Er/ 

k'm'       «M    EM 


A'D'         ad      Ed 
Aw        A' m' 


AD        A'D 

ou,  eu  appelant  Op,  O'p',  les  distances  des  deux  j)ointsO, 
O'  auxdroiles  AX,  BY   respectivemenl, 

A/fi         A' m'  kl      I   /,/    / 

—7—7=^-7;^ — 1      ou     Am.O/?  ==  A  m  .0  /)  . 
O  //         Op  '  ' 

Ce  qm  démontre  le  Porisme. 

XIV  Genre. 

Une  droite,  plus  une  aulre,  a  un  rapport  donné  avec  tel  segment  compris 
entre  un  point  donné  et  tel  point. 

PoiiiSME  LXXIV.  —  Quand  ({eux  points  'variables  ni, 
Hi^  divisent  deux  droites  en  parties  propor- 
tionnelles y  deux  points  A  et  ^  étant  don- 
nés sur  la  première  droite:  on  peut  déter- 

*-^ ^— j^j — j    nnner  un  point  C  sur  la  seconde^  et  une 

raison  X,   tels,  quon  aura  toujours  la  re- 
lation 

Am  -h  hm  . 


a  m' 


Qu'on  prenne  le  point  C  milieu  de  AB,  et  son  homologue 
C'  sur  l'autre  droite  :  ce  sera  le  dernier  point  cherché.  Soit 
A'  l'homologue  du  point  A,  on  aura 


BA 

(7Â'' 


(  '73  ) 
Ku  ertet,  puis(jU(;  A'  et  C  corres])ondenl  sur  la  deuxième 
•oile  aux  |)niius  A,  C  de  la  première,  do  même  (jue  m'  à  ///, 


Cm' 


JCA 
C'A' 


Cm 


ou 


km 


Wm 


CA 


*^A       ,,,      I 


.(y 


par  eonseqneiit 

A  m  H--  B  /// 


2.CA 


BA 


C/;/ 
PoillSME  LXXV.    - 


r/  A'      (y  A' 


=  >. 


c.    Q.    F.    n. 
•SV  deux  di'oiles  tournent  autour  de 
deux  points  fixes  P,  Q  e«  se  cou- 
pant sur  une  droite  LE,  et  ren- 
contrent  deux  autres  droites  FX, 
1       -'    ■  ■  ■    /  ?  ^      F'X'  parallèles  à  la  hase  PO,  en 
^y^       /V'f      ^'      deux  points   m,  m;  deux  points 
y^         ^'^    y"'  A,  B  éfrt«^  donnés  sur  la  droite 

FX  :  OAi  pourra  tromper  un  point 
C  surF'X'  et  une  raison  X,  tels,  qu'on  aura  toujours 

l. 


Am  -\-  B/n 


Soit  C  le  milieu  des  deux  points  donnés  A  et  R;  ({u'on 
mène  la  droite  PC  qui  rencontre  la  droite  LE  en  c;  puis  la 
droite  Qc  qui  rencontre  F'X'  en  C  Ce  point  C  et  la  valeur 

/  =:  2  — .;  •  jrzT,')  satisfont  à  la  cruestion. 
Qh     h  F  ^ 

En  e(ïet,  les  trois  droites  PM,  Pc%  PE  coupées  par  FL  et 

FX,  donnent,  d'après  le  lemme  XI, 


Cm 
CF 


cM    EM 


Ou  a  de  même  à  Tégard  des  trois  droites  QM,  (^c  et  Q]\ 


(   '74  ) 
coupées  par  F'LjF'X', 

Cm'       cM      EM 


donc 


Mais 


donc 


et  comme 


C'F'        c¥'     EF' 


am'~  cF  '    cF'  ' 


CF  _  PE  Cr  _  QE 

cF  ~  cÈ     ^^     7F"  ""  HK 


Gw         PE     EF 


C/nj'        QE     EF' 


Cm  = 

on  obtient  finalement 

A  m  -+-  B  m 
Cm' 


Am  -h  B  m 


PE     EF 
QE'  EF' 


\Y'  Genre. 


C.     Q.     F.    D, 


Telle  droite  forme  sur  deux  autres  droites  données  de  position  des  segments 
dont  le  rectangle  est  donné. 


PoRiSME  LXXYI.  —  Étant  donnés  deux  droites  SL, 
SU  et  un  point  P,  si  autour  de  ce  point  on 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre 
les  deux  droites  en  metin  :  on  pourra  trou- 
ver deux  points  A  et  IV  sur  ces  droites^  et  un 
rectangle  v  ,  tels,  que  le  rectangle  des  deux 
segments  Ain,  W'xn'  sera  toujours  égal  à  ce 
rectangle  v. 

Que  par  le  point  P  on  mène  la  droite  PA 
pi^rallèle  à  SI/,  et  la  droite  PB'  parallèle  à 
S\j.  Les  deux  points  demandés  A  etB'  seront 


(  '-''  ) 

déterniincs.   Le  leclanglc  v   scia  égal  à  SA.SIV-   de  sorte 
qu'on  aura 

A  m.  IV  m' =  S  A.  SB'. 

Cela  se  démontre  par  le  Lemme  XI.  Eu  etlet,  menons 
par  le  point  S  une  droite  qui  coupe  les  trois  PA,  PB'  ei  Vni 
en  a,  ê  et  u.  On  a  par  le  Lemme  cité 

,,Sa      se  _   SyV  __  ffi'B' 
/   pa  '  ufi         m  A         SB' 


Donc  / 


mA.///IV=:8A.8IV. 


c.  Q.  F.  n. 
Ce  Porisme  a  été  rétabli  pai*  Sinisoi!  et  forme  sa  /[i' 
proposition,  u  Qua*  est  Porisnia,  unutn  scilicet  ex  iisquaî 
»  Pappus  tradit  inter  Porisniata  Lib.  L  Euelidis,  hisce 
))  verbis  :  Quod  recta...  aufert  a  positione  datis  segmenta 
))   daluni  rectanguluni  comprehendenlia.    » 

Porisme  LXX\  IL  —Étant  donnés  trois  points  p,  A,  B', 
on  piuit  mener  par  les  points  A ,  B'  deux  droites  fixes  telles, 
que  loitte  droite  menée  par  le  point  p  les  rencontrant 
en  deux  points  m,  m',  le  jccta/ii^le 
^     ^  Am.B'm''  ait  une  ^valeur  constante. 

)^  En  cHet,  si  par  le  point  p  on  mène 

/      \^,     les  deux  droites  p  A,  p IV  ^  par  le  point  A 
\     une  droite  parallèle   à  plV,   et  par   le 
^  point  B'  une  droite  parallèle  à  pA  :  ces 

deux  droites  satisferont  h  la  question. 
Cela  résube  du  Porisme  précédent. 


■77 


IP  LIVRE  DES  PORISMES. 


Pappus  dit  :  «  Dans  le  second  Livre  les  hypothèses  sont 
»  dilïércntes,  mais  les  choses  cherchées  sont  pour  la  plu- 
»  part  les  mêmes  que  dans  le  P""  Livre.  Il  y  a  en  outre  cel- 
»  les-ci.  » 

Nous  donnerons  d'abord  les  Porismes  qui  appartiennent 
en  propre  au  second  Livre  et  qui  y  forment  les  genres  XVI 
à  XXI,  puis,  ceux  qui  rentrent  dans  les  genres  du  F'^  Livre. 

XVl"  Genre. 

Tel  rectangle  seiU,  ou  tel  rectangle  plus  un  certain  espace  donné  est  dans 
une  raison  donnée  avec  telle  abscisse. 

PoRiSME  LXXVIII.  —  Si^  deux  points  variables  m, 
m'  sur  une  même  droite,  sur  laquelle  sont  donnés  quatre 
points  fixes  dans  V ordre  di^  c,  a',  c',  sont  liés  par  l'équa- 
tion 

am        ^     m' n' 

cm  '  c'  m' 

on  peut  trouver  un  point  b',  un  rectangle  v  et  une  ligne  pt, 
^  f.        a'  c  ^^^^y  Ç^^>  quand  les 

*        TvT  i'      h'  w       deux    segments   am, 

])'m'  se  trouvent  dirigés  dans  le  même  sens,  on  a  toujours 

aussi  la  relation 

^am.b' m'  -f-  v 

• : =  U. 


E^i  effet,  l'équation  proposée  s'écrit  : 
am  .c'm'  =^l.  m' a  .  cm . 


12 


(  '78  ) 
ReinplaçaiU  c//;  par  [eu — ma)  el  m' a'  p'ài  (tn'c'  -\-  c'a), 
il  vient 
am . c' ni'  =  ?^  [ ca . m' c'  -\-  ca.c'a'  —  ma .  /// c'  —  ma. c' a'  ) 

ou 

,     ,        l.c'a'                  l.ac       ,     ,        ï.ac        ,  , 
am . cm  +  ^ .  ma  —  ; .  c' m  ■ —  r .  a'c  =  o. 

À  ■+- 1  ).  +  1  )v  4-  i 

Prenons  les  deux  points  I  el  J'  déterminés  par  les  expres- 
sions 

,        l.ac                 ,,,       l.c'a' 
al  = et     c  j  = ? 


dans  le  sens  des  segments  ac,  c'a'^  respectivement-,  Téipia- 
tion  devient 

am . dm  -f-  c' J' .  ma  —  a\. c' m'  —  a\ . a' c'  =  o. 

lnti»oduisons  le  point  //,  ^u  lieu  de  </,  en  remplaçant  c' m' 
par  (///// —  b'c')  dans  le  premier  terme,  et  par  [am' —  av') 
dans  le  troisième:  on  obtient,  après  les  réductions, 

am . b' m'  -f-  am .}'h' -^  n\  . am! -\-  al . aa!  ■=  o . 

Le  point  b'  est  quelconque.  Prenons-le  de  manière  que 
J'Z>'=rtI  :  il  sera  à  la  même  distance  que  le  point  a  du 
milieu  des  deux  I  et  J'j  et  l'équation  deviendra 

am . b' m'  —  a\  [ am!  —  aiii)  -\-  ai. aa'  =  o 

ou 

nm  .h' m' -\- a\.an^  ., 

; =  a\. 

ifim 

En  la  conqiarant  à  celle  cjue  l'on  s'est  proposé  de  démon- 
Irer,  on  Vonclut 

v-=al.aa'     et     |ut  =  r?!, 
ou  * 

\.oc.an'  K.nc 

V  =  -_ ,       u.  —  : — ■ 

A  4-  1  ^  /  -f-  I 

Remarquons  que  le  poinl  I  déterminé  par  IVxpression 


l  '79  ) 

^  .<IC  ...  Il»  1 

occupe  la  position  que  prciicl  lepoinl  ni  quand 

'csl  supposé  iniinimcnl  cloiiiué.  Car  la  Kîlaliou  doiinée 


,  A  .  (IC 


/ini .       .     a  m 


se  réduit  alors  à 


—  n=  \       ou     (ini  =  A  .  me  =  1  (ac  —  am  )  : 

cm  \  /  ' 


etj  pai'  suitf 


Ainsi  if  point  m  coïncide  avec  1. 

Pareillement,  quand  le  point  nt  est  infininicnl  éloigné,  le 
point  correspondant  m'  coïncide  avec  J'  délerniiné  ci-dessus. 

Obseivation.  Nous  avons  supposé,  dans  l'énoncé  du 
Poiisme,  que  les  ([uatre  points  donnés  s(î  trouvaient  dans 
l'ordre  a,  c,  a',  c',  que  présente  la  figure,  et  auquel  s'ap- 
plique la  démonstration.  Mais,  quel  que  soit  l'ordre  de  ces 
points,  sous  la  seule  condition  que  les  deux  segments  ac  et 
au'  se  trouvent  dirigés  dans  le  même  sens,  le  Porisme  a  tou- 
jours lieu. 

Il  subsiste  môme  encore,  quand  les  deux  segments  rtc,  aa! 
ont  des  directions  dinerentcsj  mais  alors  ce  n'est  plus  à 
l'égard  des  couples  de  points  /?/,  m'  qui  font  des  segments 
rt/w,  y  m'  de  même  direction  j  c'est  à  l'égard  des  couples  de 
points  pour  lesquels  ces  segments  se  trouvent  de  directions 
contraires. 

Dans  chaque  cas  la  démonstration  sera  imitée  de  celle  qui 
précède.  Il  est  inutile  d'ajouter  que  dans  la  Géométrie  mo- 
derne une  seule  démonstration,  de  même  qu'un  seul  énoncé 
delà  proposition,  suffisent  pour  tous  les  cas  possibles. 

Cas  particulier.  D'après  la  généralité  du  Porisme,  quelle 
que  soit  la  position  relative  des  points  donnés,  on  peut 

12. 


(   .8o) 
supposer  que  les  deux  poinls  a  et  a^  se  confondent^  alors 
le  rectangle   v   disparaît.  Cela  s'accorde  avec  l'énoncé  du 
XVF  Genre,  auquel  appartient  le  Porisme. 

Il  est  à  remarquer  encore  que  dans  ce  cas,  où  le  point  a' 
coïncide  avec  sou  homologue  «,  le  point  h'  coïncide  aussi 
auec  son  homologue. 

En  clTet,  si  a  et  a'  coïncident,  l'équation  devient,  en 
appelant  e  la  position  de  ce  point, 

em  .b'm'  =  cl.  nun' . 

Et  si  Ton  STq>posc  que  ni'  vienne  en  h\  on  a 

o  =  cl.  mm'. 

Donc  mm'  =  o,  c'est-à-dire  que  les  deux  points  homo- 
logues m,  m'  coïncident.  Mais  ni'  est  en  b' .  Donc  (  e  point  // 
coïncide  avec  son  homologue. 

PoRTSME  LXXÏX.  ' —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q  on 
fait  tourner  deux  droites   qui  se  coupent  sur  une  droite 

donnée  de  posi- 
tion hX)ct  qui  ren- 
contrent une  au- 
tre droite  aussi 
donnée  de  posi- 
tion AX,  en  deux 
points  m,  m';  le 
point  A  étant 
donné  sur  cette  droite  :  on  pourra  déterminer  un  second 
point  IV,  un  rectangle  v,  lequel  peut  être  nul,  et  une  ligne 
p.,  tels,  que,  pour  certaines  positions  du  poi/itM,  en  nom- 
bre infini,  sur  la  droite  AX,  on  aura  toujours  la  relation 

A  ni.W m'  -\~  V 

-, =  y.. 

mm  ' 

Eu  effet,   d'après  le  Porisme  XXIV  (Corollaire  JJI),  il 
existe  entre  les  deux  poinls  m,  nt'  que  les  deux  droites  tour- 


(  .8.  ) 

naiiles  (Iclcriiiineut  sur  la  droite  AX,  une  relation  telle  que 

Am.Cm' =  X.  A'm'.Cr/i, 

dans  laquelle  A  et  A'  sont  des  positions  particulières  des 
deux  points  variables  m,  m'*,  ainsi  que  C  et  C 

Par  coliséquent,  d'après  le  Porisme  précédent,  celte  re- 
lation donne  lieu  a  celle-ci  : 

Km . ly in  -i(-  V  =  ^. mm' » 

Il  s'agit  de  déterminer  la  position  du  point  B',  le  rectan- 
gle V  et  la  ligne  ^.. 

Qu'on  mène  Ql)  parallèle  à  AX,  qui  rencontre  la  droite 
LD  en  D,  et  PD  qui  rencontre  AX  en  I.  Puis,  PH  parallèle 
à  AX,  qui  rencontre  LD  en  H,  et  QH  cpii  rencontre  AX  en 
J'.  Qu'on  prenne  IV  sur  AX,  à  la  même  dislance  que  A  du 
milieu  des  dtnix  points  I  et  J'.  Enfin  qu'on  mène  PA  qui 
rencontre  LD  en  or,  et  Q  a  ([ui  rencontre  AX  en  A'.  On  aura 

^=:AI     et     v  =  ALAA'; 

et,  par  suite, 

kni.Wm'+  ALAA'         .^ 

—  AI. 

mm 

Car  le  poinl  I  (]ui  vient  d'être  déterminé  est  évidemment  la 
position  que  prend  le  point  m  quand  m'  est  infiniment  éloi- 
gné; par  conséquent,  cette  équation  est  celle  qui  a  été  dé- 
montrée dans  le  Porisme  précédent . 

On  vérifiera  aisémcntcpuulans  le  premier  membre  de  cette 
égalité,  le  signe  plus  aura  lieu,  conformément  à  l'énoncé  du 
Porisme,  pour  les  positions  du  point  M,  telles  (dans  la 
figure  ci -dessus),  que  les  deux  points  w,  m'  se  trouvent  de 
côtés  difîérents  des  points  A  et  IV,  respectivement.  De  sorte 
que,  sous  cette  condition,  le  Porisme  sera  démontré. 

Quand  le  point  A  est  situé  en  E  où  la  droite  LD  rencontre 
AX,  le  point  A'  coïncide  avec^  A,  de  sorte  qu'on  a  AA'=:  o. 
Mais  alors  le  point  IV  coïncide  aussi  avec  son  Viomologuc*, 


(   '8^  ) 
(cqui  a  lieu  on  F  (Ui  la  droite  PQ  reiieoiilic  AX.  L'équa- 
tion devient  donc 

—  =  ¥A. 


Pareilleniejit,  quand  le  point  A  est  en  1^^  sui"  la  base  PQ, 
B'estenE. 

Ce  sont  les  cas  prévus  par  l'énoncé  que  Pappus  a  donné 
du  XVP  Genre. 

PoiiiSME  LXXX.  — Si  par  chaque  point  M  ri' une  droile 
JjF  on  mène  une  droite  aboutissant  à  un  point  fixe  P  et 
une  autre  droite  lMQ  pandlèle  à  une  droite  donnée;  et  si 
ces  deux  di^oites  rencontrent  une  autre  droite  donnée  A\ 

en  deux  points 
m,  ni'^  le  point 
A  étant  donhé 
sur  la  droite 
AX  :  on  peut 
déterminer  un 
point  IV,  sur 
cette  droite,  un  rectangle  v  et  une  ligne  a,  tels,  que  pour 
des  positions  du  point  .M,  en  nombre' infini,  sur  AX,  on 
aura  toujours 


km,Wm' 


=  11. 


En  effet,  qu'on  mène  à  LF  la  parallèle  PI  qui  rencontre 
AX  en  1^  puis,  à  AX  la  parallèle  PH  qui  rencontre  LF 
en  H;  et  parallèlement  aux  droites  MQ,  la  droite  HJ'  <jui 
rencontre  AX  en  J'.  Qu'on  prenne  sur  AX  le  point  B'^  à  la 
même  distance  que  le  point  A  du  milieu  des  deux  points 
J,  J' ^  et  enfin  qu'on  mène  PA  qui  rencontre  LF  en  a,  et  pai 
ce  point  une  parallèle  aux  droites  MQ,  qui  rencontre  AX 
en  A'.  On  démontrera,  par  les  considérations  employées 
pour  les  Porismes  précédents,  (pie 

^  =  AL      rt      v=zAl.AA': 


(;t  que  l'on  a  dès  lois 


isa 


AI.AA' 


wm 


AI 


Ici  (c'csl-à-dirc  dans  la  figure  ci-contre)  le  rectangle  AI.AA' 
sera  additif  pour  toutes  les  positions  du  point  M  qui  seront 
telles,  que  les  deux  points  /;/,  m'  soient  du  même  côlé  des 
deux  points  A  et  B',  respectivement. 

Si  le  point  A  se  trouve  en  E  sur  PE  parallèle  aux  droites 
MQ,  ou  en  F,  A'  coïncide  avec  A  (et  B'  avec  F,  ou  avec  E), 
et  le  rectangle  v  est  nul  :  de  sorte  qu'on  a 

=EI; 


ou 


FI. 


Le  Porisme  est  donc  complètement  démontré. 
-     Porisme  LXXXI.   —  Par  un  point  O  donné  sur  une 
droite  OE,  on  mène  deux  droites  Om,  O  m!  faisant  ai^cc 
OE  des  angles  égaux ,  et  reticontrant  une  droite  fixe  AE 

en  deux  points  m 
et  m';  le  point  A 
étant  donné  sur 
cette  droite  :  on 
pourra  tromper  un 
autre point\]\  un 
rectangle  v  et  une  ligne  y.,  tels,  que  pour  des  positions  des 
])oints  m,  m',  en  nombre  infini,  on  aura  toujours  V égalité 

A/w.B'w'-4-v 


Soient  OF perpendiculaire  à  01^2  et I  le  milieu  de FE^  soit, 
en  outre,  Tangle  FOA'  égal  à  FOA  ^  on  prendra  IB'=  AI, 
V  =  AI.AA'  et  |!ji  =  AI  ;  de  sorte  ([u'il  faut  démontrer  que 
pour  des  positions  des  points  /r/,  /;/,  on  auia 


A///.B^;/  + AI.AA^ 
mm' 


Al. 


(  .84  ) 

Les  points  //i,  îtï!  devront  se  trouver  du  même  côté  des. 
deux  points  A  et  B',  respectivement,  lorsque  le  point  A 
sera  en  dehors  du  segment  FE,  à  droite  ou  à  gauche  inditïé- 
remment:  et  de  côtés  différents  des  deux  points  A  et  B'  lors- 
que le  point  A  sera  entre  E  et  F. 

Supposons  le  point  A  à  gauche  de  F.  Soit  la  droite  GOG' 
parallèle  à  AE.  Les  quatre  droites  OA,  0///,  01,  OG  font 
entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  OA',  Om', 
OG',  01 5  et  Ton  en  conclut,  par  les  corollaires  des  Lem- 
mes  m  et  XI  (p.  83  et  84)?  la  relation 

Am.lm'=:A'm'.AL 
Ecrivons 

Am(l!V-f-B'm')^A'm'.AI, 
ou,  parce  que  IB'  =  AI, 

Am.B'm'-l-  Am.  AI  =r  A'///  .  AI, 

Am.lVm'  +  (AA'  +  Mm)  AI  r=.  A'///.  AI, 
Km .  B'm'  H-  AI .  A  A  =  AI  (  A'm'  —  A  m)  =  AI .  mm'-, 

et  enfin 

A/w.B'/;/-|- ALAA'  ^^ 

_ r=z:  AI. 

La  démonstration  se  fera  par  le  même  raisonnement,  dans 
le  cas  où  le  point  A  sera  pris  entre  E  et  F. 

Si  A  coïncide  avec  un  de  ces  deux  derniers,  le  rectangle  v 
sera  nul  évidemment,  cas  prévu  par  l'énoncé  du  XVP  Genre. 

XVI r  Genre. 

Le  rectangle  compris  sous  telle  droite  et  telle  autre  droite  est  dans  une 
raison  donnée  avec  une  certaine  abscisse. 

PomsME  LXXXII.  —  Si  deux  points  imriahles  sur  une 
droite  vi  sont  liés  par  la  relation 

,    s  nin        ^  en}' 


(  .85  ) 
on  aura  aussi  entre  ces  deux  points  une  relation  telle  que 

em.fm'  ^ 

T~  =  ^1*5 

mm'  ' 

c^ est-à-dire  quil  existera  sur  la  droite 
e(un  point  I  donnant  lieu  à  cette  re- 
lation. 
Le  point  I  se  détermine  par  l'équation 

de  soi'te  qu'il  faut  démontrer  que  l'on  a 

cjii    fm'  \  .  ef 

min'  A  -h  1 

En  effet,  que  l'on  mène  par  le  point  /r/,  et  dans  une  di- 
rection quelconque,  une  droite  w'O  égale  à  ni!f'^  puis,  par 
le  point  e  une  parallèle  à  cette  droite,  et  par  le  point  O  les 
droites  Ow,  Of  qui  rencontrent  cette  parallèle  en,/  et  F. 

Le  Lemme  XI  donne,  en  considérant  les  trois  droites 
Oy",  0/n  et  Om'  coupées  par  les  deux  cf,  eF, 


em 
mm' 

'fm' 

==.• 

ci 

7f 

ou. 

par 

ce 

que 

eF 

:==!: 

em , 

,fm' 

-  PI 

Mais  on  a  encore 


c  i       cm      cm 

/F        m/  '  fm' 


Par  conséquent,  à  cause  de  Téquation  (i). 


--.  =  /,     a  ou     Ci  =  , =  , 


(  .80  ) 
Donc 

cni.fiu'  \.('f 

mm'  >^  -f-  r 

• 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Donc,  etc. 
Remarquons  (juc  la  position  du  point  1  déterminée  par 

C  T 

Téquation  —  =  X,  est  précisément  celle  que  prend  le  point 
7/1  quand  le  point  ni  s'éloigne  infînimenl. 

Car,   dans  ce  cas,   l'équation   (i)   se   réduit  à  — >,=  À  cl 

^  ^   '  mj 

donne  pour  le  point  m  la  position  même  du  point  I.  ' 
u4utrcnicnt.  L'équation  (i)  s'écrit 

em  .fni'  =  /  .  ctn' .  nif. 

Or  il  existe  entre  les  quatre  points  e,  J\  /;/,   ///,  d'après  le 
Porisme  LIX,  l'identité 

mm' .  ef=  em  .fin'  -f-  em' .  mj\ 
d'où 

cm' .  mf  =.  mm  .  ej  —  cm  Jm! . 

L'équation  ])roposée  devient  donc 

cm  .fiti!  =:  / .  mm' .  cj —  / .  cm  .fin'  ^ 
d'où 

cm.fni'         t.cf 
mm'  ),  -f-  I 

Donc,  etc. 

Porisme  LXXXIII.   —  Si  autour  de  deux  points  fixes 

P,  Q  on  fait  tourner  deux 
droites  qui  se  coupent  sur 
une  droite  donnée  de  po- 
sition LF,  et  qui  rencon- 
trent une  droite  fixe  AX 
en  deux  points  m,  ni';  F.,  L  étant  les  points  oii  la  droite  AX 
rencontre  la  hase  P(J  et  In  droite  LF:  on  pourra  troui'er 


A 

ç^  iVi 

l 


(  'fi7  ) 
une  ligne  (J.,  telle,  que  Voti  aura  toujours 

Em.  Y  m' 
mm  ' 

Ce  Porismc  est  une  conséquence  du  Lenune  XVI  (propo- 
sition 142),  d'après  lequel  les  quatre  droilesML,  MP,  MQ, 
ME,  coupées  par  les  deux  AX  et  LF  enlraiiieiit  l'équalioii 

niE  ^    FE  _  PR  ^  GE 
nw?  '  fW  "~  PQ  •  Gq' 

Que  l'on  mène  par  le  point  Q  une  parallèle  à  EF,  qui 
rencontre  la  droilc  LF  en  K;  et  qu'on  mène  PK  qui  reii- 
eoiiire  EF  en  F 

Les  trois  droites  KQ,  KP,  KG,  coupées  pai-  les  deux 
EG,  EF,  donnent 

PE  .  GK        El 

0\\  a  donc 

/7/E        FE         Kl  E/;/.F///'         „, 

,  '  .—1  =  7^.^      ou      y—  ~  VA. 

m  m       v  ni  Er  //i/u 

Par  conséquent,  il  sufiit  de  poser  ^  =  EL 
Donc,  etc. 

PoiiisME  LXXXIV.  —  Si  par  un  point  V  on  mène  deux 

droites  Jaisant  des  angles 
égaux  avec  une  droite  fixe 
PX,  et  rencontrant  une 
autre  droite  A  Y  en  deux 
points  m,  m  :  on  pourra 
trouver  deux  points  E,  F 
sur  cette  dernière  et  une  ligne  f/,  tels,  que  le  rectangle 
V.ni.Yni'  sera  toujours  égal  au  rectangle  a.  mm'. 

Les  deux  points  E.  F  sont  ceux  où  la  droite  PX  et  sa  per- 
|)endiculaire  niejiée  p;n  \v  point  P  iiMiconlrent  l'aulte  droite 

donnée  AY.  La  constante  ';  (  si  f'c:ale,à  -^-• 


7. 


(  .88  ) 
En  effet,  les  deux  droites  PE,  PF  sont  les  bissectriees 
de  l'angle  mVm!  et  de  sou  supplément,  par  conséquent  les 
deux  points  /;/,  m' divisent  liarmoniquementle  segment  EF, 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

E//i  _  Y.m' 
F/«~///f' 

On  démontrera  donc,  comme  pour  le  Porisme  LXXXII, 
ou  l'on  conclura  de  ce  Porisme  même,  que 

Y.  m. Y  m'        ?:F 


Donc,  etc. 


XVIIP  Genre. 


Tel  rectanjjle  ayant  pour  côtes  la  somme  de  deux  droites  et  la  somme  de  deux 
autres  droites  a  un  rapport  donné  avec  telle  abscisse. 

Porisme  LXXX\  .  —  Quand  deux  droites  tournent 
autour  de  deux  points  fixes  P,  Q  en  se  coupant  toujours 
sur  une  droite  donnée  de  position  LE,  et  qu  elles  rencon- 
trent une  autre  droite 
fixe  AC,  en  deux  points 
m,  m'^  les  deux  points 
A  et  ÇJ  étant  donnés  sur 
cette  droite  :  on  peut 
trouver  deux  autres 
points  \)  et  EK,  ef  une 
ligne  [Àj  tels,  que  pour 
chaque  couple  de  points  m,  m'  dont  le  premier  se  trou- 
vera hors  du  segment  AB,  et  le  second  hors  du  segment 
CD',  on  aura  toujours  la  relation 

(Aw-+-B//f)(C///-i-  D'm')  _ 


Soient  E,  F  les  points  d'intersection  de  la  droite  AC  par 
les  droites  LE  et  PQ. 


(   •»!)  ) 

Qu'on  prenne  BE  =  EA,  D'F  =  FC  Les  deux  points  B 
et  ly  sonl  clélerniinés. 

Qu'on  mono  par  le  point  Q  une  parallèle  à  AC,  qui  ren- 
contre LE  en  /j  puis,  qu'on  mène  Pî  qui  rencontre  AC  en 
1 5  on  aura  y.  =  4EI.  De  sorte  que  l'équation  à  démontrer  est 

(  A ///  4-  B ///  )  (  Cm'  -h  D'm' )         ,  ^_ 

=  4  tA. 

mm 

En  effet,  les  points  E,  F,  I  S£\lisfont  aux  conditions  du 
PorismeLXXXIII  :  e(,  par  suite,  ils  ont  avec  les  points  m, 
in  la  relation  conslanle 


Em.Fm' 


=^El. 


Mais,  déplus,  le  point  E  est  le  milieu  de  AB  :  donc 
^  A  ///  H-  B  m 


Et  pareillement,  le  point  F  est  le  milieu  de  B'C/  :  ainsi 


F/;/== 


Cm'  -h  JYm" 


L'équation  devient  dès  lors 

{Am  -hBm){Cm'  -¥-B'm') 


4.  EL 


C.     Q.     F.     D. 

PoRisME  LXXXVL  —  autour  (Vun  point  O  pris  sur 
une  droite  fixe  OH,  on  fait  tourner  deux  droites  Om,  Om' 
dont  les  angles  ai^ec  cette  droite  OH  sont  toujours  égaux, 
et  gui  rencontrejit  une  autre  droite  donnée  AC  en  deux 

points  m,  m' 5  les  deux 
points  A  et  C  étant 
donnés  :  on  pourra 
trouver  deux  autres 
points  B  et  JV  sur  la 
même   droite    4C',    et 


(  ny>  ) 

une  ligne  i^.^  Ich,  que  quand  les  deux  droites  O m,  Oui' 
seront  au  dehors  des  angles  AOB,  COD',  respectivement, 
on  aura  toujours  r égalité 


(Xm  ■+Bm)  (C- 


B'm' 


La  droite  donnée  OH  et  sa  perpendiculaire  menée  par  le 
point  O  rencontrent  AC  en  deux  points  E  et  F.  On  aura 

,a  =  ?.EF. 

Qu'on  prenne  ensuite  EB  =  AE,  et  FD'=  (/F*,  les  deux 
points  demandés  B  el  D'  seront  déterminés. 

L'égalité  proposée  résulte  alors  du  Porismc  LXXXIV, 
en  appliquant  à  la  relation  qu'il  établit  entre  les  points  E, 
F,  /;/,  ni'  des  transformations  semblables  à  celles  du  Po- 
risme  précédent. 

XIX'"  Genre. 

Un  rectangle  qui  a  pour  côtés  teWc  droite  et  une  autre  droite  augmentée 
d'une  seconde  qui  a  un  rapport  donné  avec  telle  autre,  et  le  rectangle 
construit  sur  telle  droite  et  une  autre  qui  a  un  rapport  donné  avec  telle 
autre,  ont  leur  somme  dans  un  rapport  donné  avec  une  certaine  abscisse. 


PomsME  LXXXML 


Quand  deux  droites  tournent 
autour  de  deux  points 
fixes  P,  Q  en  se  coupant 
sur  une  droite  LF,  et  j^en- 
conttant  une  autre  droite 
fixe  en  deux  points  m, 
m'j  si  quatre  points  A^  B, 
C,  D'  sotit  donnés  sur 
cette    autre    droite  :    on 

peut  tromper  un  cinquième  point  E',  deux  raisons  1  et  fx, 

et  une  ligne  v,  tels,  qu'on  aura  la  relation 

Ani{Cini''^l.n'm')  4- fx .  B  m.¥/tn'  _ 


(  >i)'  ) 

En  ('(Ut,  soionl  E'  cl  F  les  poiiiis  d'inlerscction  de  la 
droite  Ali  par  PQ  et  LF,  el  1  le  point  détermine  comme 
dans  le  Porisme  LXXXIII  :  on  aura,  d'après  ee  Porisme, 

(.)  l^^^FI. 

•    '  luni 

Mais  on  sait  qu'il  existe  entre  les  quatre  points  F,  m,  A, 
15,  la  relation 


Fm.An  =  AF.nm4-FB.Am 


ou 


^  FA   ,,        ,    FB   . 

An  ^AB 

1m,  pareillement,  cntn;  les  quatre  points  F/,  ni\  C,  l)\ 

l^ai-  conséquent  l'équation  (i)  devient 
FB  .  /E'D'.,     ,       C/E'„,     A        AF  „        ^,     , 

-  A  m .  (—  C'»/+  -,-^,  iy„/)  +  -  lî,„ .  E  »/  _ 

•  /  —  1  1., 

OU 

ww'  fb'è'd' 

il  suffit  donc  de  prendre 

,        CE'  AF  C/IV  AB   CD' 

^"-ïïnJ'    f^-FBiTiy'    '"^fbFd'^^*' 

pour  que  le  Porisme  soit  démontré. 

Ohscjvaùoii .  Celle  proposition  donne  lieu  à  d'autres 
Porisnies. 

Par  exemple,  on  peut  supposer  quc^  les  deux  raisons  ).  et  (x 
soient  données  ainsi  cp«e  les  liois  points  A,  F/,  E':.on  détcr- 
inineia  la  lii^ne  y  et  les  ilenv  points  lî  el  D'. 


(  >9^) 
Ou  bien  encore,  si  Ton  donne  la  raison  À  et  la  ligne  v, 
avec  les  mêmes  points,  on  déierminera  la  raison  ^x  et  les 
deux  points  B,  D'. 

X^^*^  Genre. 

La  somme  de  ces  deux  rectan^fles  est  dans  un  rapport  donné  avec  le  seg- 
ment compris  entre  tel  point  et  un  point  donné. 

PotiisME  LXXXVIII.    —   Etant  dojinés  sur  une  droite 
quatre  points,  placés  dans  V ordre  a,   a',   b,  b'  :  on  peut 

trouver  un  citiquième  point  O 
a         n'         0  ^  ml'      et  une  ligne  a,  tels,  que  pour 

tout  autre  point  m,  pjis  entre 
a  et  a'  ou  entre  b  et  1/  indifféremment ,  on  aura  toujours 
la  relation 

ma  .  ma'  -f-  mb  .mh' 

n^ô- — =•"• 

Le  point  O  se  détermine  par  la  relation 

Oa.Od^Oh.Oh'; 

et  la  ligne  /jl  est  égale  au  double  de  la  dislance  aê  des  mi- 
lieux des  deux  segments  aol ^  hh' . 

En  efTel,  soit  le  point  m  situé  sur  bh\  on  a 

ma. ma'  =  (mO  -h  Oa)  {mO  +  Oa') 

=  1^'  -hmO{Oa-hOa)-hOa.Oa\ 
mh.mh'=z[mO'^-Oh)(Oh'-^mO) 

=^^~;^'^  tno  {Oh  -f-  o^')  —  ob,ob'. 

Ajoutant  ces  équations  membre  à  méYnbre,  ayant  égard  à 
Fégalité  qui,  sert  à  déterminer  le  point  O,  et  observant  que 
si  a  et  S  sont  les  milieux  d|3s  segments  aa'y  bb\  il  en  résulte 

Oa-^Oa'  ^lOa      el     Oh -^Oh'  =.  ;.Oo', 

on  obtient 

ma.ma'  -\-  tnh  .mh'  =  2mO  {Ou  -f-  OS)  =  2Jn0.aê, 


(   ^9^ 


ou 


ma  .  ma'  +  mb  .  mb' 


C.     Q.     F.     D. 

Observation.  On  vérifie  aisément  que  la  relation  qui 
constitue  ce  Porisme,  et  le  Porismeméme,  par  conséquent, 
ont  lieu  quelle  que  soit  la  position  relative  des  quatre 
points  «,  a\  Z>,  Z>',  pourvu  qu'on  prenne  le  point  m  dans 
des  régions  différentes,  déterminées  par  cette  simple  règle  : 
quand  les  deux  segments  m«,  wa'  ont  la  même  direction, 
les  deux  mb^  mb'  doivent  avoir,  l'un  par  rapport  à  l'autre, 
des  directions  différentes  5  et  réciproquement. 

Ge  Porisme  se  trouve,  sous  un  tout  autre  énoncé,  parmi 
les  Lemmesdc  Pappus  relatifs  au  second  Livre  de  la  Section 
déterminée  d'Apollonius.  Il  est  reproduit  dans  douze  Lem- 
mes  consécutifs  (propositions  45-56)  qtii  répondent  aux 
différentes  positions  que  peut  avoir  le  point  7^^,  en  raison 
des  positions  relatives  des  quatre  points  «,  a\  b^  b'. 

Dans  la  Géométrie  moderne  on  comprend  tous  ces  cas 
dans  la  seule  formule 


ma .  ma'  —  mb  .mb' 


t=  2  6«, 


en  donnant  des  signes  aux  segments  (voir  Traité  de  Géo- 
métrie supérieure  ^  ^.  i54). 

Porisme LXXXIX. — Deux  droites  SL,  SI/ étant  données 
de  position  j  un  point  A  étant  donné  sur 
lapremière,el  un  pointÇJ  sur  la  seconde  : 
on  peut  trousser  deux  points  B  et  B'  sur 
ces  droites,  et  une  ligne  ^,  tels,  que  si 
autour  d' un  point  donné  P  on  fait  tour- 
ner une  transversale  qui  rencontre  les 
deux  droites  SL,  SL'  en  deux  points  m, 
m',  ou  aura  toujours  pour  chaque  posi- 
tion de  cette  transversale  comprise  à  la 

i3 


(   ^94  ) 
fois  dans  les  deux  angles  APB,  CPIV,  ou  située  au  dehors, 
la  relation 


Bm 


^• 


Que  par  le  point  P  on  mène  une  parallèle  à  SU,  qui 
coupe  SL  en  I-,  qu'on  prenne  BI  =  AI,  le  point  B  est  dé- 
terminé; et  la  droite  PB  marque  sur  SL'  le  point  B'.  La 
droite  PA  rencontre  SL'  en  A' 5  qu'on  prenne  p  =  C'A':  la 
ligne  ^  est  déterminée. 

Supposons  que  la  transversale  soit  intérieure  aux  angles 
APB,  C'PB';  il  faut  démontrer  que 

— r L.    A   . 

Bm 

Or  C'A'=  Q! in!  ~\- m  k' -^  par  conséquent,  il  suffit  de  faire 
voir  que 

Aw.B'/w'  =  Bm.m'A'. 

En  effet,  les  quatre  droites  qui  partent  du  point  P  font 
sur  les  deux  transversales  SL^  SL'  des  segments  tels,  que 

A/w     AI         m' K'        1^  ^T  . 

W~'?5  =  157— ?'      (LemmeXL) 
•  Bni     \B        B  m'        ^  ' 

OU  bien,  puisque  AI  ■=  IB  par  construction, 

Am  _  m'A' 
bI^i  ~  B' m'' 
ou  enfin 


c.    Q.    F.   D. 
Donc,  etc. 

Lemme.   —   Quand  deux  points  variables  m,  m'  sur 
deux  droites  ab,  a'b'  sont  liés  par  la  relation 

am -     n'  m' 

bm  '  b'  m' 


{  «95  ) 
si  Von  prend  deux  points  arbitraires  c,  d  sur  la  première 
^.y    droite,  et  les  deux  points  c\  d'  gui  leur 
correspondent  sur  la  deuxième  droite  ; 
on  peut  déterminer  une  constante  p, 
telle,  quon  aura  toujours 


cm 
dm 


d'm' 


La  valeur  de  celle  constanle  est 

\  bc  H-  cù 


\bd 


En  effet,  qu'on  place  les  deux  droites  ah^  a' h'  de  manière 
que  les  deux  points  a,  a!  coïncident,  les  quatre  droites  bb\ 
cc\  dd'  et  mm'  concourent  en  un  même  point.  Car  on  a, 
par  hypothèse, 


D( 


am 

-U'm' 

ac        . 
et      7-  =X 
bc 

a'c' 

bm 

b'c' 

a  m  ^  ac 
bm  *  bc 

a' m'     a'c' 

~  b'm'  '  b'c' 

Ce  qui  prouve  (Lemme  XVI)  que  les  trois  droites  bb\  ce  et 
mm^  concourent  en  un  même  point.  Et  le  même  raisonne- 
ment s'appli(jue  à  la  droite  dd'. 

D'après  cela,  il  existe  entre  les  deux  systèmes  de  quatre 
points  rt,  c,  d^  m  et  «',  c',  d' ^  m  (Lemme  III  ou  Lemme 
XVI),  la  relation 

cm 

dm 
ou 


ca 
lui 


d'  m"  d' a' 


cm 
dm 


cm 


Or 


bc 


=  x 


ca 
dZ' 

a'c' 
b'c' 


i) 


3. 


(  'pe  ) 

(F  OÙ 

Ibc ,a' c'  =z  ac ,b' c'  =  ac .[U a!  —  c' a'), 

Çkbc  -h  ca)a'c'  =  ac .b' a! . 
Pareillement 

(lbd—ad)a'd'=ad.b'a'. 
Donc 


a' a'         ac^lbc-hca         ^^^      ac      a' c' 
a'd'~  ad'\hd  —  ad'      °"      ad'a'd' 

\bc-\-  ca 
^Ibd—ad 

,  par  conséquenl, 

cm         c' m'     Ibc-^ca 

dm        d' m'    \bd  —  ad 

C.    Q.    F.    D. 
Corollaire  I.  Si   Ton  suppose  que  le  point  c  coïncide 
avec  a,  il  s'ensuit  que  l'équation 

am ^     a'  m! 

donne  lieu  à  celle-ci  : 

A ,  ba 


dm        d' m'     \.bd — ad 


Corollaire  IL  On  peut  prendre  le  point  d  de  manière 
que  l'équation  devienne 


am         n   m 


md         r/'  m' 
En  effet,  il  suffît  de  faire» 

l.ab 


\.bd  —  ad 


,      T^.ab  =  1.  bd  —  ad, 


'k.ab  =  l.{ad  —  ab)  —  ad^      ad  =  - — '■ 

/  —  I 

Cette   dernière  expression   fait  connaître  la  position   du 
point  d. 

Il  existe  une  autre  détermination  très-simple  de  ce  point. 


{   '97  ) 
Soit  I  la  position  que  prend  le  point  m  quand  m'  est  à 
l'infini  ;  position  qu'on  détermine  par    l'équatiou 

al 


L'équation 


devient 


M      '■ 


a  m         a  m 
1ml  ~  'd'~ni' 


^=1,      al  =  d\. 


Ainsi  le  point  I  est  le  milieu  entre  les  deux  points  a^(i\ 
et  cette  considération  sert  à  déterminer  le  point  d, 

PoRTSME  XC.  —  Quand  deux  points  variables  m,  m' 
sur  deux  droites  ab,  a'B'  [qui  peuvent  être  coïncidentes)^ 
sont  liés  par  la  relation 


am .    a  m 

bm  '  h'  m' 


on  peut  prendre  arbitrairement  un  point  à!  et  déterminer 
deux  autres  points  c,  g  et  une  ligne  ^j.,  tels,  que  si  les 
segments  am,    cm  se   trouvent  de  même  direction  ou  de 


directions  contraires ,  et  si  les  segments  h' m!  et  à! m!  sont 
aussi  de  même  direction  ou  de  directions  contraires ,  on 
aura  toujours  la  relation 

^m.b' m' -{- cm.d' m'  

gm  "~^" 

En  effet,  d'après  le  Corollaire  II  du  Lemme  qui  vient 
d'être  démontré,  on  peut  trouver  deux  points  c  et  c'.,  tels, 
([u'on  ait  toujours  l'équation 

am         a' m' 

—  ^=^  -. — :  5      ou 
me         c  m 


Ecrivons  : 


a  m 
am.b 


(   ^98   ) 

c'y  4-  b'm')  =  me  {a'd'—m'd'), 
'i' -f-  me .  m' ci'  =zme.a' d'  —  am .  c'  h'. 


Introduisons  un  point  g^  en  remplaçant  dans  le  second 
membre  am  par  [gm  —  ga)^  et  me  par  [mg  —  cg)  ;  il  vient 

am.b' m! -\-  cni.d'm'  =  gm[d'a'  —  e'b')'\- ga.c'b' —  gc.d'a. 

Qu'on  détermine  le  point  g  par  l'équation 


g» 
g<^ 


W 


et  la  constante  [i  ainsi 


^  =  d'à!  — c'y-, 


l'équation  devient 


am ,  b'm'  -{-  cm  .d' m'  =  [j..  g  m . 

c.    Q.    F.    D.      . 

PoRiSME  XCI.  —  De  chaque  point  M  d'une  droite 
LM  on  mène  à  un  point  fixe  P  un  rayon  qui  rencontre 
une  droite  AX  en  m  ;  et  du  même  point  M  on  abaisse 
une  perpendiculaire  Mm'  sur  une  autre  droite  B'iy^  le 
point  A  étant  donné  sur  la  droite  AX,  et  les  points  B',  D' 

sur  la  deuxième  dr'oite 
B'D'  :  071  pourra  iron- 
iser deux  points  CetG 
sur  la  droite  AX,  et 
une  ligne  |ui,  tels,  que, 
quand  les  points  m  et 
va!  se  trousseront  à  la 
fois  entre  A  et  C,  et  entre  B'  et  D',  respectivement,  ou 
bien  lorsqu'ils  seront  à  la  fois  hors  de  AC  et  de  B'D',  la 
somme  des  deux  rectangles  A  m.  B'm'  et  Cm.D'm'  sera 
au  segment  G  m  dans  le  rapport  de  la  ligne  ^  à  l'unité. 


(  '99  ) 
Il  s'agit  de  démontrer  l'égalité 

Am.B'm'  -h  Cm.B'm' 


Qu'on  mène  à  la  droite  LM,  par  le  point  P  une  parallèle 
qui  rencontrera  la  droite  AX  en  I,  et  qu'on  prenne  le  point 
C  sur  le  prolongement  de  AI,  à  la  dislance  IC  =  AI. 

La  droite  PC  rencontre  la  droite  LM  en  un  point  c  d'où 
l'on  abaisse  la  p'erpendiculaire  cC  sur  B'D'.  Du  point  a 
où  PA  rencontre  LM,  on  abaisse  sur  B'D'  la  perpendicu- 
laire a  A'.  Le  point  G  se  détermine  par  la  proportion 


et  l'on  a 


En  effet,  les  quatre  droites  PA,  PG,  Pm,  PI  coupées  par 
AX  et  LM,  donnent 

A  m     Al        a  M         ._  ^^-r  \ 

~~7^  •  77^  =  ~l^ '     (Lemme  XL) 

ou   • 

Am  aM 

puisque  AI  =  IC. 

Or,  à  cause  des  parallèles  «A',  Mm',  cC', 

flM       A' m' 


GA 
GC  ~" 

A'J)' 
B'C" 

=  D'A' 

—  GB'. 

cM        Cm' 
Donc 

A  m        A' m' 


mC        Cm' 

D'après  cela,   la  démonstration  du  Porisme  précédent 
s'applique  au  Porisme  actuel. 
Donc,  etc. 
PomsME  XCII.   —   Autour  de  deux  points  fixes  P,  Q 


(    200    ) 

on  fait  tourner  deux  droites  s»  coupant  toujours  sur  une 
droite  donnée  de  position  LM,  et  rencontrant,  respective- 
ment, en  m  et  va'  deux  autres  droites  données  de  position; 
si  deux  points  A  et  C/  sont  donnés  chacun  sur  V une  de 

ces  dernières  droites  : 
on  pourra  trouver  un 
point  B  sur  A  m,  un 
points  B'  sur  Cm',  et 
une  ligne  [jl^  tels,  que, 
quand  les  segments 
Ain,  Bm  se  trouveront 
de  même  direction  ou  de  directions  contraires,  si  les  seg- 
ments B'm'  et  dm  ont  aussi  entre  eux  la  même  direction 
ou  des  directions  opposées,  on  aura  toujours  la  relation 

km.W m'  -h  B/;/.C'///' 
B^^ =  f^- 

Qu'on  mène  à  la  droite  ÇJ  m'  par  le  point  Q  une  paral- 
lèle qui  rencontre  la  droite  LM  en  z;  la  droite  Vi  coupera 
km  en  I  :  et  en  prenant  BI  =  lA,  le  point  B  sera  déter- 
miné. • 

Qu'on  mène  PB  qui  rencontre  LM  en  è;  la  droite  Q^ 
déterminera  sur  Q! m'  le  point  B'.  Enfln,  qu'on  mène  PA 
qui  rencontre  LM  en  «,  et  Q<2  qui  rencontre  Cm'  en  A -5 
et  qu'on  prenne  i^  =  CJA'. 

11  faut  donc  démontrer  que 

Am.B'm'  -\-Bni.C'm' 


Bm 


cyA'. 


Or,  en  supposant  avec  la  figure,  que  les  points  m  ot  m' 
soient  situés  snr  les  segments  respectifs  AB,  CIV,  on  aura 


C'A' 


m 


Par  consécjuent,  il  reste  seulement  à  prouver  que 
Aw,B'm' 


(  ^<>I  ) 

En  elVct,  d'une  part  les  segments  que  les  quatre  droites 
PA,  PB,  Pm,  PI  font  sur  AB  et  LM  ont  entre  eux,  d'après 
le  Corollaire  I  du  Lemme  III  (p.  82),  la  relation 

A/w  ^  Al  «M  ^  ai 

Et  d'autre  part,  on  a,  eu  vertu  du  Corollaire  du  Lemme  XI 
(p.  83),  appliqué  aux  quatre  droites  partant  du  point  Q  et 
coupées  par  les  deux  LM,  A'B', 


«M 


m'K' 


Do] 


bu*  bi       Wm' 

\ 

A  m     AI         m'A' 
Bm  '  IB  ~  h'  m' 

I  =  IB.  Donc 

A  m         m'A'                   .         ..,     , 
-—  =  -7—7 1     ou      A  m  .  B'  m  = 

Bm.m'A'. 

G.     Q.     F.     D. 

XXP  Genre. 
Le  rectangle  compris  sous  telle  droite  et  telle  autre  estdoané. 

PoRiSME  XCIII.  —  Quand  deux  points  ^variables  ni, 
m' 5/^/'  deux  droites  ab,  a'b'  sont  liés  paria 
relation 

am .  b'  m'         ^ 
bm .  a'  m'  ' 

on  peut  trouver  deux  points  I,  J'  sur  les  deux 
droites  et  un  espace  v,  tels,  que  le  rectangle 
Im.  J'ni'  soit  toujours  égal  à  cet  espace. 
Soient  c,  c'deux  positions  correspondantes 
des  points  m,  m'  sur  les  deux  droites,  de  sorte  qu'on  ait 

ac.b'c'        ^ 


(     202    ) 

et,  par  conséquent, 

am.b'm'  nc.b' c' 

bm.a'tn'  hc.a'c' 
OU 

ani.hc  n'm'.h'c' 


bin.ac         b'm'.a'c' 

Supposons  qu'on  place  les  deux  droites  de  manière  que 
les  deux  points  a,  a' coïncident  :  les  deux  droites  bb\  ce'  se 
coupent  en  un  point  S,  et  la  droite  mni'  passe  toujours  par 
ce  point  -,  ce  qui  résulte  de  l'équation  ci-dessus,  d'après  le 
Lemme  XVI  de  Pappus.  Qu'on  mène  les  droites  SI,  SJ' 
parallèles  aux  deux  droites  a' Z)',  ab^  respectivement.  On  a, 
par  les  triangles  semblables, 

am         m'a  a  m         m'a 

sr  ~  y^''    ^^^    Ta  "^  jw' 

Ecrivons 

I/w  —  la        y  a  —  y  m' 


la  rm' 

Cette  égalité  se  réduit  à 

Iw_  Va' 
ï^~~ym'' 
ou  . 

lmJ'm'=la.ya', 

Par  conséquent  v  =  la.Va'.  Et  le  Porisme  est  démontré. 
Remarque.   La  position  du  point  I  se  détermine  par  l'ex- 
pression 

la         ^ 

Car  en  considérant  les  quatre  droites  Srt,  S^,  Sc^  SI  cou- 
pées par  les  deux  ab^  a!b' ,  on  a,  d'après  le  Lemme  XI, 

la  ^  ca        c'  b' 


2o3 


ou 


la        ca  ^  c' a'        cn.c'  b' 
îbTb'Tl?^  TFTc'a' 


Ou  a  de  même 


ra'  __  i 
Yb'~\ 


PoRiSME  XCIV.  —  Etant  donné  un  parallélogramme 
ABCD,  si  de  ses  sommels^h,  B  on  mène  deux  droites  à 
chaque  point  M  du  côté  opposé  CD, 
lesquelles  rencontrent  la  droite  EF 
qui  joint  les  ndlieux  des  deux  côtés 
AB,  CD,  en  deux  points  m,  ni'  :  on 
peut  trouver  un  point  I  sur  cette 
droite  EF  et  un  espace  v,  tels,  que 
le  rectangle  Im.Iin'  sera  égal  à  cet 


espace. 

En  effet,  on  aura 


Im.Im'=:lF 


Car  les  quatre  droites  AC,  AD,  AM,  AF  coupées  par 
les  deux  FC,  FE  donnent,  en  vertu  du  Lemme  XI, 


De  même 


Et,  par  conséquent, 

lm.lm'=JF. 

c.    Q.     F.     D. 

PomsME  XCV.  —  Étant  donnés  un  parallélogramme 
ABCD,  et  deux  points  P,  Q  sur  ses  côtés  AD,  CD,  si  par 
ces  points  on  méfie  dans  une  direction  quelconque  deux 


Im 

CM     DM 

IF 

~"  CF  •  DF' 

Im' 
IF 

DM     CM 
~"  DF  •  CF 

(  2o4  ) 

droites  parallèles  qui  rencontrent  en  m  et  m'  les  deux 
côtés  AB ,  CB  :  /e  rectangle  A  m  .  C  m' 
est  donné. 

Soient  N,  N'  les  points  dans  lesquels 
la  droite  PQ  rencontre  les  deux  côtés  AB, 
CB,  on  a 

Am.Cm'=  AN.C]N^ 


blables  que 


A  m 
~k9 


En  elîbt,  on  voit  par  les  triangles  seni- 
„  CQ 


AP        CN' 
Cm'      ^^     AN  ~~  CQ 


par  conséquent 


Km 


CN' 


ou 


Am.C///=  AN.CN'. 

G.     Q.     F.     D. 

.  PoRiSME  XC\I.   —  Si  autour  de  deux  points  fixes  P, 
Q  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  sur  une 

droite  donjiée  de  position 
LF,  et  rencontrent  une  au- 
tre droite  fixe  AX  en  deux 
points  m,  nV  :  ofi  pourra 
trouver  deux  points  I,  J'  sur 
cette  dernière  droite,  et  un 
rectangle  Vj  tels,  que  le  produit  des  deux  segments  Im, 
i'm!  sera  toujours  égal  à  ce  rectangle  v. 

Qu'on  mène  parallèlement  à  la  droite  fixe  AX  la  droite 
QC  qui  rencontre  LF  en  C  :  la  droite  PC  coupera  AX  en  I. 
Que  pareillement  on  mène  la  droite  PD  parallèle  à  AX,  la- 
quelle rencontre  LF  en  D  :  la  droite  QD  coupera  AX  en  J'. 
Les  deux  points  cherchés  I,  J'  sont  ainsi  déterminés. 


(  2o5  ) 
Quant  à  la  constante  v,  soit  F  le  point  de  rencontre  de 
la  droite  LF  et  de  AX  ^  on  aura 

V=:IF.J^F. 

Il  faut  prouver  dès  lors  que 

*  Im.JW  =  IF.J^F. 

Or  cela  résulte,  sans  difficulté,  du  Lemme  XI  (proposi- 
tion 137).  En  eflct,  d'une  part,  en  considérant  les  quatre 
droites  PM,  PF,  PC,  PD  coupées  par  les  deux  AX  et  LF,  on 
trouve 

I^  _  CINI .  DM 

ÏF~  CF  •  dF' 

et,  d'autre  part,  en  considérant  les  quatre  droites  QM,  QF, 
QC,  QD  coupées  par  les  deux  mêmes 


Doi 


J'F 

CM  , 
CF  • 

DM 
DF 

Im 

.IF 

ÏF  ~ 

y  m' 

;  ? 

OU 


lm.ym'=lF.yF. 

c.    Q.    r.   D. 

PoRiSME  XCVII.  —  Quand  deux  droites  tournent  au- 
tour de  deux  points  fixes  en  faisant 
entre  elles  un  angle  de  grandeur  don- 
née, et  quelles  rencontrent  en  deux 
points  m,  m'  deux  droites  données  de 
"position  :  on  peut  trouver  sur  ces  der- 
nières  droites  deux  points  fixes  I  et  J', 
et  un  rectangle  v,  tels,  que  le  rectangle 
Im .  J'm'  soit  toujours  égal  à  ce  rectan- 
gle v. 

En  efïet,  considérons  quatre  systèmes  de  deux  droites 


(     206    ) 

inclinées  entre  elles  sous  Tangle  donné.  Dans  le  premier 
syslème  les  deux  droites  rencontrent,  respectivement,  les 
deux  droites  données  en  a  ei  a! .,  dans  le  deuxième  système, 
en  m  et  m';  dans  le  troisième  système,  la  droite  menée  par 
le  point  Q  est  Qi  parallèle  à  l'une  des  deux  droites  données, 
et  la  droite  menée  par  le  point  P  rencontre  l'autre  droite 
donnée  au  point  I:  enfin,  dans  le  quatrième  système,  la 
droite  issue  du  point  P  est  Vj  parallèle  à  cette  dernière 
droite  donnée,  et  la  droite  issue  du  point  Q  rencontre  l'autre 
en  J'. 

Les  droites  Prt,  Pm,  PI  et  P;  coupent  la  droite  a' n/  en 
quatre  points  que  nous  appellerons  A,  M,  i  et  J.  On  a 
entre  ces  points  et  les  trois  a,  m^  I  la  relation 

Mais  ces  quatre  droites  font  entre  elles  les  mêmes  angles 
que  les  quatre  droites  correspondantes  Qa',  Q'"?  Q^  et 
QJ'  :  par  conséquent,  on  a  entre  les  quatre  mêmes  points 
A,  M,  J,  i  et  les  trois  a',  m ,  J',  la  relation 

71'JK  =  y^''      (^orollaireII,p.83.) 


Donc 


- —  =  — — -?      ou     im.ô  m  =ia.ô  a! 
la         y  a 


Ainsi  V  =  \a.ya'  =  const.  Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Obseivation.  Si  les  deux  points  P,  Q  coïncidaient,  au- 
quel cas  il  y  aurait  à  considérer  un  angle  de  grandeur  don- 
née tournant  autour  de  son  sommet,  04.  dont  les  côtés  ren- 
contreraient les  deux  droites  fixes  en  deux  points  m^  m'  : 
la  proposition  qui  vient  d'être  démontrée  permet  de  con- 
clure qu'il  existe  dans  ce  cas  sur  les  deux  droites  deux  points 
I  et  J'  donnant  lieu  à  la  relation  constante 

ifii.yrn'  =  c'  nst. 
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PoRisME  XCMII.  —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q  on 
fait  tourner  deux  droites  faisant^   respectivement^  as^ec 

deux  droites  fixes  PX,  QY 
deux  angles  égaux,  mais  en 
sens  contraire;  ces  deux  droi- 
tes tournantes  rencontreront 
deux  droites  fixes  AZ,  B'U'  en 
deux  points  m,  m'  :  et  Von 
pourra  tromper  sur  ces  dernières  droites  deux  points  I,  J', 
tels  y  que  le  rectangle  Im .  J'ni'  soit  égal  à  un  rectangle  dé- 
terminé. 

Qu'on  mène  la  droite  PI  faisant  l'angle  IPX  égal  à  l'an- 
gle qu'une  parallèle  à  B'U',  menée  par  le  point  Q,  fait  avec 
la  droite  QY  ^  le  point  où  cette  droite  PI  rencontre  AZ  est  le 
point  I  demandé.  On  détermine,  semblablement,  le  point 
J'  sur  B'U^  en  faisant  l'angle  J^QY  égal  à  celui  qu'une  pa- 
rallèle à  AZ,  menée  par  le  point  P,  fait  avec  la  droite  PX. 
La  démonstration  de  ce  Porisme  est  semblable  à  celle  du 
Porisme  précédent. 

Porisme  XCIX. — Si  de  chaque  point  M  d'une  droite  LM 
on  mène  une  perpendiculaire  Mm  sur  une  droite  fixe 
AX,  et  une  droite  MP  aboutissant 
à  un  point  fixe  P,  laquelle  ren- 
contre une  troisième  droite  BY  en 
un  point  m':  on  peut  trouver  sur 
les  deux  droites  AX,  BY  deux 
points  I,  J',  telsj  que  le  rectangle 
Im.  J'm'  sera  égal  à  un  rectangle 
déterminé  v. 

Qu'où  mène  par  le  point  P  une  parallèle  à  BY,  qui  ren- 
contre la  droite  LM  en  /,  et  que  de  ce  point  on  abaisse  uue 
perpendiculaire  il  sur  la  droite  AX.  Le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire est  le  point  cherché  I.  L'autre  point  J'  sera 
situé  à  l'interscciion  de  la  droite  BY  et  d'une  parallèle  à  la 
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droite  LM,  menée  par  le  même  point  P.  Et  Ton  aura 
I  m .  J' m'  =:  cou 3t .  =  v . 

La  démonstration  n'offre  aucune  difficulté,  d'après  ce 
qui  précède. 

PoRisME  C.  —  Étant  donnés  un  triangle  ABC  el  une 
droite  DE  parallèle  à  la  base 
AB,  si  autour  d'un  pointV  situé 
sur  cette  droite  on  fait  tourner 
une  transversale  qui  rencontre 
les  deux  côtés  du.  triangle  en 
deux  points  a,  b,  et  qii  on  mène 
les  droites  Aa,  Bb  qui  rencontrent  DE  en  m  et  m',  le  rec- 
tangle V  m., Vis)!  sera  constant. 

Ce   théorème  est  une  conséquence  du  Lemme  XI.  En 
effet,  les  trois  droites  AB,  AC,  A  a  coupées  par  les  deux 
PD,  Va,  donnent,  d'après  ce  Lemme, 
P/n P«  .  Frt 

De  même  les  trois  droites  BA,  BC,  B^  donnent 


PE         Va     Vn 

Vm'  '^  Pb  '¥b 

On  a  donc 

Vm         PE 

PD  "~P/w'* 

ou 


Pm.P7u'=:PD.PE. 


Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME  CL  —  Étant  données  deux  droites  OA^  OL, 
et  un  point  A  sur  la  première ^  si 
par  ce  point  on  mène  arbitraire- 
ment deux  droites  AM,  AM'  qui 
rencontrent  la  droite  OL  en  M  et 
M',  et  que  par  ces  points  on  mène 


(  ^«9  ) 
deux  autres  droites  Mm,  W m!  parallèles,  respeclweinent, 
à  AM',  AM^  et  qui  coupent  OA  en  m  et  \W  :  le  rectangle 
Om..Om!  est  donné. 
On  a,  en  effet, 

Oni.Oni!  ='0\  , 

Car  les  triangles  semblables  formés  par  les  parallèles 
donnent 

O^  _  OM  OA  _  OM 

ÔÂ'~ÔM'     ^^      Om'~Ôm'' 
Donc 

——■=——j-,     ou     Om.Om'  =  OA. 
OA         O/// 

Remarque.  Il  existe  encore  d'autres  relations  entre  les 
segments  déterminés  par  la  construction  de  ce  Porisme. 
Telle  est  la  relation 

Ont  A/w 

A  m 

qui  se  déduit  des  mêmes  triangles  semblables. 
En  eirct, 

Om  _  OM         Om'  _  OM' 
Â^~~MM^'      Â^~MM'' 


D'où 

0//2          km     OM 
Om'  ~  Km'    OM'* 

Mais 

A  m          m  M         OM 

A  m'  ~  AW  ~  OM' 

Donc 

2 

Om          A  m 

* 

Am 

On  a  aussi 

cette  autre  relation 

Am  =  2AiJL.0ni, 

^.  étant  le 

nii 

lieu 

de  mm'. 

'4 
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On  voit  efTeclivomenl  que 


Aw_MM\ 
Ô^i  ~  OM  ' 


et  que  de  plus 


Am''-Am__Am'_^    _OW__  OM^  —  OM  _  MlVr 

Am        ~  Â^  ""  *  ~  ÔM~       '  ~        OM         ~  OM 

Donc 

A  m        A  m'  —  A  m         2  A// 


Om  A  m  A  m 


OU 


Am  =  ihii.Om 

n^  Genre  (i). 

PoRiSME  CIL  —  Étant  données  deux  droites  SA,  SA', 
si  par  un   point  donné   P  on   mène   une  droite  qui  les 
rencontre  en  a,  a',  et  sur  laquelle  on 
prend  le  point  m  déterminé  par  Vé- 
nalité 

ma   Va 

'ma'  ~  ¥â'  ' 
I        U 

ce  point  est  situé  sur  une  droite  donnée  de  position. 

Cela  résulte  du  LemmeXIX  (proposition  1 4;^).  Car  soient 
PBB'  une  position  de  la  droite  menée  par  le  point  P,  et  M 
le  point  déterminé  par  l'équation 

MB  _PB 
MB'  ~  PB'* 

D'après  le  Lemme,  le  point  m,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion de  la  droite  Van',  sera  situé  sur  la  droite  SM. 

(0  Voir  l'énoncé  «le  ce  Genre,  p.  1 17. 
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PoHisME  cm.  —  Étant  donnés  deux  droites  SA,  SB 
et  un  point  P,  si  par  ce  point  on 
mène  deux  droites  quelconques  qui 
rencontrent  les  deux  droites  données 
en  a,  ^'  et  b,  b':  le  point  de  con- 
cours des  diagonales  ab',  ba'  sera  sur 
une  droite  donnée  de  position. 
Ce  Porisme  est  cnc  ore  une  conséquence  du  seul  Lemme 
XIX. 

En  effet,  soient  a,  6  les  points  déterminés  par  les  égalités 
aa   _  P«  ^b   _  Vb 

'^~¥7P'      Wb'  ~~  Pb'' 

Il  résulte  du  Lemnic  XIX  que  la  droite  aê  passe  par  le 
point  S,  intersection  des  deux  droites  ab^  a^b\  et  aussi  par 
le  point  m,  intersection  des  deux  droites  ab' .,  aib. 

Mais  d'après  le  Porisme  précédent,  la  droite  SaS  est  dé- 
terminée de  position;  donc  le  point  m  est  sur  une  droite 
délerminée  de  position. 

c.    Q.    F.    D.       . 

Porisme  CIV.  —  Trois  droites  étant,  données  de  position 
et  trois  points  A,  B',  C"  étant  donnés  sur  ces  droites,  si 
l'on  cherche  un  point  M,  tel,  que  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  droites  étant 
m,  m^,  n/,  on  ait  entre  les  segments  Am,  B'm',  C"n/  la 
relation 

ïetix  étajit  deux  raisons  données  :  le  point  M  sera  sur  une 
droite  déterminée  de  position. 

Cette    proposition    est   une    conséquence    du    Porisme 
r.XVIII,  d'après  lequel,  si  Ton  détermine  deux  points  M,, 
Mj  satisfaisant  à  la  question,  c'est-à-dire  à  ré([uation 
A  m  -f-  X .  B'  /w'  _ 

.4. 
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une  infinité  d'autres  points  delà  droite  M, M,  satisferont 
aussi  à  celte  é(juation. 

PoiiiSME  CV.  —  Trois  droites  ttanl  données  de  posi- 
tion, si  Von  cherche  un  point  M,  tel,  que  les  obliquesM^, 
Mp',  Mp'^  abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  droites,  sous 
des  angles  donnés,  aient  entre  elles  la  relation  constante 

M»  -h  k.Up' 

1  et  \j.  étant  des  raisons  données  :  le  point  M  sera  sur  une 
droite  donnée  de  position. 

Ce  Porisme  se  déduit  sur-le-champ  du  précédent  5  car  si 
par  un  point  A  de  la  première  droite  sur  laquelle  tombent 
les  obliques  Mp  on  mène  une  parallèle  AX  à  ces  obliques; 
et  par  chaque  point  M  des  parallèles  à  la  première  droite  : 
ces  parallèles  feront  sur  AX  des  segments  A  m  égaux,  res- 
pectivement, aux  obliques  M^.  Si  l'on  remplace,  sembla- 
blement,  les  autres  obliques  Mp'.,  Mp"  par  des  segments 
IV/;/,  Q" ni" :^  on  aura,  entre  les  trois  segments  correspon- 
dant au  même  point  M,  la  relation 

Km  -\-  'k.W m' 

et,  conséquemment,  le  point  M  sera  sur  une  droite  déter- 
minée de  position. 

Remarque.  Ce  Porisme  est  un  cas  particulier  d'une  pro- 
position des  Lieux  pians  d'Apollonius,  rapportée  par  Pap- 
pus,  en  ces  termes  : 

Plusieurs  droites  étant  données,  si  d  'u?i  point  on  abaisse 
sur  ces  droites  des  obliques  sous  des  angles  donnés,  et  que 
le  rectangle  d'une  oblique  et  d'une  [ligne]  donnée^  plus 
le  rectangle  d'une  autre  oblique  et  d'une  donnée,  fasse 
une  somme  égale  au  rectangle  d'une  autre  oblique  et  d'une 
donnée,  et  semblablement  pour  les  rectangles  des  obliques 
restantes:  le  point  sera  sur  une  droite  donnée  de  position. 


(  ^-3) 
PoRis.ME  CM. —  Quand  deux  angles  de  grandeur  cons^ 
tante  MPm,  JVIQin  tournent  autour  de  leurs  sommets  P, 

Q  de  manière  que  les 
côtés  PM,  QiNI  se  croi- 
sent toujours  sur  une 
droite  LM  donnée  de 
position^  r  angle  P 
étant  donné  de  gran- 
deur :  on  peut  déter^ 
miner  la  grandeur  de 
V angle  Q,  de  manière  que  le  point  d'intersection  des  côtés 
Piii,  Q  m  des  deux  angles  soit  aussi  toujours  sur  une  droite 
donnée  de  position. 

Que  Fou  place  l'angle  P  de  manière  que  son  second  côté 
Pm  coïncide  avec  la  droiîe  PQ,  son  premier  côlé  PM  vien- 
dra couperladroileLiNIenun  point  C;  que  Ton  prenne  l'an- 
gle Q  égal  à  CQR,  dont  le  premier  côté  est  QC  et  le  second 
QR  prolongement  de  PQ.  Cet  angle  satisfera  à  la  quesiion. 
En  efïet,  considérons  les  deux  angles  mobiles  dans  quatre 
positions,  où  leurs  premiers  côtés  se  Croisent  sur  la  droite 
LM  en  quatre  points  A,  B,  M,  C.  Dans  les  trois  premières 
positions,  leurs  seconds  côtés  se  croiseront  en  trois  points 
«,  Z>,  m-^  et  dans  la  quatrième  position,  ils  coïncideront  sui- 
vant la  droite  PQ. 

Soit  c  le  point  où  la  droite  ah  rencontre  PQ ',  et  suppo- 
sons qu'elle  coupe  les  deux  côlés  Pm,  Q/7i  en  deux  points 
m,,  m,. 

On  a  entre  les  quatre  points  A,  B,  M,  C  et  les  quatre  a, 
b^  ///,,  c  (par  le  Corollaire  III  du  Lemme  III,  p.  84), 


amy 

ac         AM     AC 
•  bc  ~"  BM  •  BC 

Pareillemeni 

nin. 

,  ac         A  M  ,  AC 

bnii 

•  Â^  ~  BM  *  BC 
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Don( 


bm. 


bm-i 


Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  /7/1,  ///a  coïncident,  c'est- 
à-dire  que  le  point  m  se  trouve  sur  la  droite  ah. 

Le  Porisme  est  donc  démontré. 

PoRiSME  CVII.  —  Quand  deux  droites  LA,  L'A'  sont 
dwisées  en  parties  proportionnelles  par  deux  points  va- 
riables a,  a',  entre  lesquels  a  lieu,  par  conséquent ^  une  re- 

ka 


lation  telle  que 


S!  a' 


X,  si  V on  prend 


sur  chaque  droite  aa'  le  point  m  qui  la 
dii^ise  dans  un  rapport  donné  [i  :  ce  point 
est  sur  une  droite  donnée  de  position  ;  et 
cette  droite  est  une  de  celles  qui  divisent 
LA  et  II  A'  en  parties  proportionnelles. 
En  effet,  soient  m  et  m'  les  points  qui  divisent  les  deux 
droites  aa'^  bb'  dans  le  rapport  donné  a.  La  droite  mm'  ren- 
contre les  deux  droites  LA,  L'A'  en  c  et  c'.  Des  parallèles  à 
cette  droite  mm',  mehées  par  les  points  rt,  ^,  coupent  L'A' 
en  a  et  S. 

On  a,  par  les  triangles  semblables, 


Et  de  même 

c'  a' 

c  a 
c'  a' 

c-'ê 

c'b'  ~ 

c'6 

ma 
ma 

m'b 

Donc 

m'  b'  -  ^' 

c'a        c'a' 
^"       c',  =  c'b' 

Mais  à  <"ause  des  parallèles  aa.  hS.  cc\   -—  =  -—• 

Donc 

ca        c'a' 

7b  "^  ?~b'  ' 
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Ce  qui  [)iouve  que  la  droite  mm'  ou.  ce'  est  du  nombre  des 
droites  actl ^  hh' ^ ,  .  . ,  qui  divisent  les  deux  LA,  J/A'en  par- 
ties proportionnelles.  Or  par  le  point  m  on  ne  peut  mener 
qu'une  telle  droite  (i).  Donc  les  points  m" ^  m'"^...  qui 
divisent  d'autres  droites  dd' ^  ee',...  dans  le  rapport  fjt, 
seionl  sur  la  droite  cd .  Donc,  etc. 

Corollaire.  Puisque  chaque  droite  qui  divise  en  parties 
proportionnelles  les  deux  droites  aa\  hh'  est  une  de  relies 
qui  divisent  en  parties  proportionnelles  les  deux  droites 
données  f.A,  L'A',  on  en  conclut  ce  théorème  : 

Quand  deux  droites  LA,  L'A'  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles  par  un  système  de  droites  aa',  bb', .  .  . , 
deux  quelconques  de  celles-ci  sont  divisées  en  parties  pro- 
portionnelles par  toutes  les  autres ,  j  compris  les  deux 
LA,  L'A'. 

PoRiSME  CVIir.  —  Quand  trois  points  variables  m,  m', 
m"  sur  trois  droites  fixes  L,  I/,  L"  di- 
visent ces  droites  en  parties  propor- 
tionnelles, le  centre  de  gravité  du  tri- 
angle mm' m"  est  situé  sur  une  droite 
déterminée  de  position. 
En  eliet,  le  centre  de  gravité  g  du  triangle  mit l' in  est  si- 
tué sur  la  droite  menée  du  point  m  au  milieu  [j.  de  m! m"  à 


(i)  En  effet,  si  trois  droites  aa' ,  hb',  ce'  passaient  par  un  itièmc  point  m, 
on  aurait,  en  appelant  S  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  LA,  L'A', 
l'équation 

ah     Slt        a' L'     Si'        ,.  ,,,    ,     ,.  , 

—  : 7:— ■= —r—, '•  7; — ;'      (Lemnie  111  <le  Fappus.  )  ^ 

ac    Se       a'c'    Se'  ^ 


ah        a' h' 
Or,  par  hypothèse,  —  =;  — r— ,• 


Sb       Sb' 
Donc     ^-  =  r— ,• 
Se       S  c 


Mais  cette  proportion  exprime  quelesdeux  droites  bb',  ce'  sont  parallèles  ; 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Donc  trois  droites  qui  divisent  en  parties 
proportionnelles  deux  droites  données  LA,  L'A'  non  parallèles,  ne  peuvent 
pas  passer  [»ar  un  même  point. 


(  ^'6  ) 

une  distance  mg  =  -mi/..  Or  le  point  p.  est  sur  une  droite 

déterminée  de  position,  qui  est  une  des  droites  m' m"  (Po- 
risme  précédent).  Et  Je  point  |t/  fait  sur  cette  droite  des 
divisions  proportionnelles  aux  divisions  que  le  point  m'  fait 
sur  L'  (Corollaire  précédent),  et,  par  conséquent,  propor- 
tionnelles aux  divisions  que  le  point  m  fait  surL.  Donc  le 
point  g  qui  divise  la  droite  m  y.  dans  un  rapport  donné,  est 
situé  sur  une  droite  déterminée  de  position. 

G.     Q.     F.     D. 

PoRiSME  CIX.  —  Si  de  chaque  point  M  d'une  droite 
L  donnée  de  position  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  trois  droites  fixes ,  le  triangle  déterminé  par  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  a  son  centre  de  gravité  situé 
sur  une  droite  donnée  de  position. 

En  effet,  les  pieds  des  perpendiculaires  divisent  les  trois 
droites  en  parties  proportionnelles.  Par  conséquent,  le 
Porisme  est  une  conséquence  du  précédent. 

HP  Genre  (i). 

PoRiSME   ex.   —    Quand  deux  angles   égaux    APA', 

AQA'  sous -tendent  une 
même  corde  AA',  si  l'on 
fait  tourner  le  premier  P 
autour  de  son  sommet  :  les  ^ 
cordes  a  a',  bb', .  .  . ,  mm' 
que  ses  côtés  interceptent 
e7itre  les  côtés  du  second 
Q,   seront  div^isées   toutes 

par  la  droite  A  A',  dans  une  raison  donnée. 

Les  deux  points  variables  m,  ni   forment  sur  les  deux 

droites  indéfinies  QA,  QA'  deux  divisions  semblables,  et 


(i)  Voir  l'oiioncé  de  ce  Genre,  p.  i.^^. 


(  217  ) 
Ton  a 

A  m  Art 

—, — -,  =  consl.  =  -7— ,• 
A'  ///'  A'  a' 

En  efïet,  quand  le  côté  PA  de  l'angle  mobile  devient  PC 
parallèle  h  la  droite  QA,  l'autre  côtéPA'  devient  en  même 
temps  PC  parallèle  à  QA'.  Les  quatre  droites  PA,  Pa,  Pm 
et  PC  ont  leurs  angles  égaux,  respectivement,  à  ceux  des 
droites  PA',  Va',  Pm'  et  PC.  Appelons  A",  a",  m",  C"  les 
points  où  ces  droites  rencontrent  QA.  Ces  points  et  les  trois 
A,  a,  m  donnent  lieu  (d'après  les  Corollaires  des  Lemmes  III 
et  XI,  p.  83)  à  l'équation 

An   _  A"  a"   ,  C'Vi" 

On  a,  pareillement,  entre  les  quatre  mêmes  points  A",  (i  , 
m",  C"  et  les  trois  A',  a',  ///, 


A' a'  A!' a"       C'a 


Donc 


ou 


A' m'         A" m"  *  Cm" 

A  m  A'  m' 

An   ~   A' a'  ' 

A  m  A  a 


A' m'         A' a' 


const. 


Ainsi  les  deux  droites  QA,  QA'  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles  par  les  cordes  mm!.  Dès  lors,  d'après  le 
Porisme  C\II,  l'une  de  ces  cordes,  par  exemple  A  A',  divise 
aussi  toutes  les  autres  en  parties  proportionnelles.  Si  donc 
a  et  fji  sont  les  points  où  les  deux  cordes  aa'  et  mm'  rencon- 
trent AA',  on  a 

u.m  (/.a 

— -  ==  — -  =  consl. 

u.m  «rt 


(  -^'8  ) 

V  Genre  (i). 

PoRisME  CXI.  —  Étant  données  trois  droites  A,  B,  C 
et  deux  raisons  1  et  [i  :  on  peut  troui^er  une  quatrième 
droite  D,  telle,  que  toute  droite  coupée  par  les  trois  pre- 
mières en  trois  points  a,  b,  c  faisant  des  segments  ab, 
bc  dajis  le  rapport  X,  sera  coupée  par  la  quatrième  I)  en 
un  quatrième  point  d,  qui  déterminera  des  segments  da, 
db  dans  le  rapport  donné  (x. 

En  effet,  si  les  droites  abcy  a'b'c'^  c^^V c" ^ .  .  .  sont  divi- 
sées en  parties  proportionnelles  par  les  trois  droites  A,  B, 
C,  deux  de  ces  dernières,  A,  B,  sont  elles-mêmes  divisées 
en  parties  proportionnelles  par  les  droites  abc,  a'b'c',,  .  .. 
C'est  ce  qui  résulte  du  corollaire  du  Porisme  CVII.  Donc, 
d'après  ce  Porisme  même,  si  l'on  prend  sur  celles-ci  les 
points  d,  d', .  .  . ,  tels,  que  l'on  ait 

da  _  d'à' _ 

^~^'       dl^'-^''"' 

ces  points  r/,  d' , .  .  .  seront  sur  une  quatrième  droite  D  dé- 
terminée de  position.  Ce  qui  démontre  le  Porisme  énoncé. 

VP  Genre  {'i). 

Porisme  CXII.   —  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C 
et  deux  raisons  1  et  a,  si  Von  demande  une  droite  telle, 
que  les  perpendiculaires  p,  q,  r  abaissées  des  trois  points- 
sur  cette  droite  aient  entre  elles  la  relation 

P  +  ^-q 


cette  droite  passera  toujours  par  un  même  point. 

Cela  résulte  du  Porisme  LXXI,  d'après  lequel,  si  l'on 


(i)  Voir  renoncé  de  ce  Genre,  p.  i!i6. 
(2)  Voir  l'énoncé  de  ce  Genre,  p.  i3(). 


PORISME  CXIII. 


(    219    ) 

détermine  deux  droites  satislaisaiit  à  récjiialioii  proposée, 
toute  autre  droite  menée  par  leur  point  d'intersection  y 
satisfera  aussi. 

Étant  donnés  deux  droites  SA,  SA^ et 
deux  points  P,  P'  en  ligne  droite 
avec  le  point  S,  si  autour  de  ces 
points  on  fait  tourner  deux  droites 
parallèles  qui  rencontrent,  respec- 
tii^ement,  SA  et  SA'  en  m  et  m!  :  la 
droite  mm'  passera  par  un  point 
donné. 
En  effet,  soient  Pa,  et  Va'  deux  droites  parallèles,  et  P^, 
PZ>'  deux  autres  droites  parallèles^  les  (quatre  droites  PS, 
Prt,  P^,  l?m  font  entre  elles,  deux  à  deux,  des  angles  égaux 
aux  angles  formés  par  les  quatre  droites  P'S,  Va',  Vb'^ 
Vm'.  Par  conséquent,  on  a  (d'après  le  Corollaire  III  du 
Lemme  III,  p,  84), 

Srt .  nib        S«' .  m' b' 


Sb   ma        Sb'.m'n' 

Et  cette  équation  prouve,  d'après  le  Lemme  X\  I,  que  la 
droite  mmf  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  droi- 
tes aa'^  bh' .  Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSMB  CXIV.  —  Un  triangle  ABC  étant  donné,  si  par 

le  pied  de  la  perpcndicu- 
^  laire  abaissée  du  sommet 

C  sur  la  base  AB,  on  mène 
deux  droites  faisant  des 
angles  égaux  avec  la  per- 
pendiculaire et  rencontrant,  respecti^^ement,  les  côtés  CA, 
CB  en  a  et  b  :  la  droite  ab  passera  par  un  point  donné. 
Soit  a'b'  une  deuxième  droite  semblablement  détermi- 
née. Les  quatre  droites  DC,  D«,  Da  et  DA  font  entre  elles 
des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  DC,  i)b,  V>b'  et  DB.  Par 


(    2  20    ) 

conséquent,  on  a  entre  les  deux  systèmes  de  quatre  points 
C,  <7,  a',  A  et  C,  h^  h\  B  (d'après  \(\  Corollaire  III  du 
Lemme  III,  p.  84),  l'équation 

C«,A«__C^,B^  Ç.a.Ka'  __  Ch.Bb' 

C^'A7P~Ch''Bl/'      ^^^       Cil' .ka  ~  Cb'.Bù' 

Donc,  d'après  le  Lemme  XI  ou  le  Lemme  XVI,  les  trois 

droites  ah^  a' b'  et  AB  passent  par  un  même  point.  Ce  qui 

démon tie  le  Porisme. 

PoRiSME  CXY.   —    Si   fie   chaque  point   féline    {boite 

donnée  de  position  LE,  Oîi  abaisse  sur  deux  (boites  pa- 
rallèles deux  obliques  sous  des  angles 
doJinés  :  la  droite  qui  joindra  les  pieds 
de  ces  obliques  passera  toujours  par 
un  même  point. 

En  eiîet,  soient  m,  ni!  et  A,  A'  Jes 
pieds  des  obliques  abaissées  de  deux 
points  M  et  a  de  la  droite  LE  :  on  a 
par  les  triangles  semblables  (comme 
au  Porisme  XL\I), 
km  _  AE  ,  A'f7 
k'  m'         a  E  '    rtE' 

Mais,  en  appelant  P  le  point  où  mm!  rencontre  A  A',  ou 
-aura  visiblement 

AP  _   A^  _    AE  .   k'¥J 
k'V~  ~  ' 


k'i 


rtE 


a  VJ 


=  const. 


Donc  le  point  P  est  fixe.  Donc,  etc. 

PoRiSME  CX\  I.  —  Quand  trois  droites  sont  parallèles, 
si  autour  de  deux  points  P,  Q  on 
fait   tourner   deux    droites  qui  se 
coupent  sur  V une  des  premières  et 
-   ^         rencontrent  les  deux  autrcsen  deux 

Q    P 

points  m,  m'  :  la  droite  nnn'  passe 
])ar  un  point  donne. 


19.1    ) 


Kti  (îfTet,  on  a 


F.  m 
FM 


Donc 


FP 
'  FP 


et 


f:p 

FP 


FM 
"FQ* 


FQ' 


Mais  la  droite  //////  rencontrant  PQ  en  p,  on  a  de  plus 


E'  m' 


Donc 


Ep 
Ë'p 


Ep_ 
FVp' 

EP  ,  E'Q 
FP  •  Tq"" 


Le  point  p  est  donc  fixe.  Donc,  etc. 

PoRiSME  CX\1I.  —  Étant,  données  trois  droites  SA, 
SB,  se  qui  passent  par  le  même 
point  s,  si  autour  de  deux  points 
fixes  P,  Q  on  fait  tourner  deux 
droites  qui  se  coupent  sur  l'une  de 
ces  droites  SC,  et  rencontrent,  res- 
pectivement, les  deux  autres  en  a 
et  b  :  la  droite  ah  passe  par  un  point  donné. 

En  effet,  soient  c  et  p  les  points  où  la  droite  ab  rencontre 
SC  et  PQ.  Le  Lemme  III,  appliqué  d'abord  aux  trois  droi- 
tes SA,  SB,  se  coupées  par  pab^  /^  AB,  fournit  la  relation 


r^  •  ^  ~  CÂ  •  BÂ* 


Et  pareillement,   à  Tégard  des   Irois  droites  ma^  mb^  me 
coupées  par  les  deux  mêmes, 

cp  ^  b  p  Cp^Qp 

77i  '  7m  ~  C^  '  QP' 

De  ces  deux  égalités  résulte  celle-ci  : 
Bp  _  BA.CP 
Q^  ~"  CA.QP 
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qui  tlëteriiiinc  la  position  du  point  p  sur  la  droite  PQ.  Ce 

qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME  CXVIÏI.  —  Si  sur  deux  droites  SA,  SB  dont  les 
points  A,  B  sont  donnés,  on  prend  deux 
points  m,  m'  liés  par  V équation 


A  m .  B , 


AS.BS: 


la  droite  mm!  passera  par  un  point  donné. 
Qu'on  forme  sur  les  deux  droites  SA, 
SB  le  parallélogramme  ASBP;  le  sommet 
P  sera  le  point  par  lequel  passe  la  droite  mm'. 

En  effet,  si  Ton  considère  les  droites  PA,  PB  et  une  troi- 
sième menée  par  le  point  P  et  rencontrant  SA,  SB  en  m, 
m',  on  aura  évidemment 

SA         Bm' 


A  m 
Donc  etc. 


SB 


ou     Am.B/r/=  AS.BS. 


Vir  Genre  (T 


PoRTSME  CXIX.  —  Étant  donné  un  angle  ASA',  on  fait 
tourner  autour  d'un  point  P  une  droite  qui  rencontre  les 

côtés  de  r angle  en  a  et 
a':  d'un  autre  point  Q 
on  mène  les  droites  Qa, 
Qa'  qui  coupent  une 
droite  fixe  CD  parallèle 
^Q  à  SQ,  en  deux  points  m, 
m'  :  //  existe  sur  CD  un 
point  E,  tel,  que  le  rapport  des  deux  segments  Em,  Em' 
reste  constant. 

Ce  point  E  est  à   l'intersection  de  la  droite  CD,  par  la 
droite  PQ. 


(i)  Voir  renoncé  de  ce  Genre,  p.  \!\!\, 


(  ,.3  ) 
En  etïet,  soit  l?bb^  une  deuxièmci  position  de  la  droiU; 
lournante  :  Q/^  et  Q//  déterminenl  sur  CD  les  points  ê,  o'. 
D'après  le  Leinme  III^  les  trois  droites  Van\  Vbb'et  PAA' 
coupées  par  SA,  SA^  donnent 

Sa  ,  Art  _  S«^  ,  A/û^ 
S6  *  Ab~  SP'  Â7T'' 

Mais,  d'après  le  Corollaire  II  (p.  83),  les  droites  QS, 
Qrt,  Qb,  QA,  coupées  par  SA  et  CD,  donnent  aussi 


Sa      An 
Sb '  Ah~ 

E6 

Em 

Et  de  même 

Sa'  ,  A'a'  _ 
Sb'  '  A'  b'   ~ 

E6' 

)nc 

E/w 

E6 

E/«' 

ES' 

c. 

Q. 

F 

VHP  Genre 

fr). 

D. 


PoKisME  CXX.   —  Si  de  chaque  point  M  (Vune  droite 
L(j  nu  mène  à  un  point  fixe  P  inie  droite  qui  rencontre 

une  autre  droite  AX  en  un  point 
m;  et  que  du  même  point  M.  on 
abaisse  une  perpendiculaire  Mm' 
sur  la  droite  AX  ;  le  point  A  étant 
donné  sur  KX.  et  une  ligne  a  étant 
aussi  donnée  :  on  pourra  trouy^er 
deux  autres  points  I  et  A  snrA\ 
et  une  raison  X,  tels,  que  Von  aura  V équation 

\m.A'  m' 


Am.n 


l. 


(i)  Voir  l'énoncé  de  co  Genro,  p.  149. 


(  ï-i/t  ) 

Qu'on  mène  par  le  point  P  uiw  parallèle  à  LG,  rpii  ren- 
contre la  droite  AX  en  I  ;  puis,  qu'on  prenne  lC  =  a.  Qu'on 
mène  PC  qui  rencontre  la  droite  LG  en  c,  et  qu'on  abaisse 
sur  AX  la  perpendiculaire  cC.  Enfin,  qu'on  prolonge  PA 
jusqu'à  la  rencontre  de  LG  en  «,  et  qu'on  abaisse  la  per- 
pendiculaire a  A'  sur  AX.  On  aura 


Im.A'm' 
A  m .  a 


A'ÇJ 
AC  ' 


Eix effet,  les  quatre  droites  PA,  P/7i,  PC  et  PI  coupées  par 
AX  et  LG,   donnent  (par  le  Corollaije  II  du  Lcmme  XI) 


Or 


Don< 


I  m      IC           ac 

A  m  '  A'J         a  M 

ac          A'C 

«M  ~  A' m' 

A  m      IC 

A  m  '  AC  ~ 

A'C                   Im.A'm' 
~  A'm''      ^^        Am.lÇ 

A'C 
AC 


ou,  parce  que  IC  =  <7, 


Im.A'  m' 
A  m  .a 


A'C 


C.     Q.     F.     D. 

PomsME  CXXI.    —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q  on 

'fait  tourner  deux  droites  qui  se 
rencontrent  sur  une  droite  don- 
née de  position  LM,  et  gui  cou- 
pent une  autre  droite  aussi  don- 
née de  position  AX,  en  deux 
points  m,  m'^  une  ligne  (jl  étant 
donnée  :  on  peut  déterminer  le 
point  A  sur  la  droite  AX  et 
trouver  aussi  deux  autres  points  A'  et  I  sur  cette  droite, 


(     12Ù    } 

tels,  {fuon  aiua  toujours  Végalité 
Im.k'm' 


km 


=  ^'•• 


Qu'on  mène  par  les  points  P  et  Q  les  parallèles  à  la  droite 
AX,  ([ui  rencontrent  la  droite  LM  en  y  et  /',  puis  les  droites 
P/et  Q/  qui  déterminent  sur  AX  les  deux  points  1  et  J'. 

Qu'on  prenne  le  point  A'  à  la  distance  ^.  de  J',  de  sorte 
que  A'J^  =  fx,  et  qu'on  mène  QA'  qui  rencontre  LM  en  a, 
puis  Prt  qui  coupe  AX  en  A.  Les  points  A,  A' et  I  satis- 
l'ont  à  la  question  :  c'est-à-dire  que  toujours 

Im.A'm' 


km 


A'J'. 


Va\  efTet,  les  quatre  droites  menées  du 'point  P,  savoir  PA, 
PJVI,  Vi  et  Py,  coupées  par  LM  et  AX  en  «,  M,  /,  j  et 
A,  m,  I,  donnent  (d'après  le  Corollaire  II  du  LemmeXI) 

Im         iM.  ^  ij 
A  m         a  M  *  aj 

On  a,  pareillement,  entre  les  points  «,  M,/,  ici  A\  m\  J', 
k' m'         fliM'/M' 


Donc 


Im        k'y 


I  \i 


ou 


A  m        k!  m'  ' 

I/«.A'//2'  _^,j, 


km 

C.     Q.     F.     D. 

Ohscivation.  Le  point  xV  déterminé  par  la  condition 
K^V=^iK^  peut  être  pris  indiiïéremment  d'un  côté  ou  de 
l'autre  du  point  J'.  Il  s'ensuit  que  le  Porisme  admet  deux 
solutions,  quant  aux  points  A  et  A':  le  point  I  restant  le 
même  dans  les  deux  cas. 

i5 


(  -.26  ) 
il  est  clair  qu'on  a  aussi  la  relation 
Am.J'ni'         .T 

:  AI. 


POUISME   CXXII. 


A' m' 

Si  Von  fait  tourner  un  angle  de 
grandeur  donnée  autour 
de  soJi  sommet  O,  et  que 
ses  côtés  rencontrent  une 
droite  fixe  AX  efz  deux 
points  m,  m';  le  point  A 
étant  donné  sur  cette  droite  :  on  pourra  trouK^er  deux 
autres  points  I  et  A',  et  une  ligne  ^l^  tels,  qu'on  aura  tou- 
jours la  relatioîi 

Im.k'm'  _ 
Âw       ~~  ^" 

Soit  GOG'  parallèle  à  AX.  Qu'on  fasse  les  aiii^les  AOA', 
lOG'  et  GOJ'  égaux  à  Tangle  mobile  ni  O  m'  :  et  qu'on  prenne 
^  z:=  A'J'  :  les  points  I  et  A'  et  la  ligne  ^  seront  déterminés  j 
et  l'égalité  à  démontrer  devient 


Im.A'm' 
A  m 


A\r. 


Les  quatre  droites  OA,  Ow,  01  et  OG  parallèle  à  AX, 
font  entre  elles  les  mêmes  angles  que  les  quatre  OA',  Om', 
OG  et  OJ'.  Concevons  une  droite  transversale  qui  rencontre 
ces  droites  dans  les  deux  séries  de  points  a,  //,  /,  g  et  /?',  «', 
^tf'f  on  aura,  entre  ces  points  (en  vertu  du  Corollaire  IIJ, 
p.  84), 

an  ^  in         a'  n'  ^  g' n' 
(^g  *  'g  ~   n'f  '  g'  i' 
Maisles  droites  OA,  O/w,  01,  OG,  coupées  par  AX  et  la 
transversale  ^/donneiit  (Corollaire  II,  p.  83) 


an 


A  m 


(  "7  ) 
(!l  les  droites  OA',  Cm',  OG,  OJ',  coupées  par  les  deux 
mômes  AX,  ai^ 

Doue 

A  m         A'm'  îm.A'm'  .  ,  ^, 

- —  =  -T-rr»      OU ==  A'J'. 

I///  A  J  A  m 

G.     Q.     F.     D, 

On  démontrerait  de  même  que 
km.}' m'         .f 

; 7—    =    Al. 

A' m' 

Plus  brièvement.  Les  quatre  points  A,  m,  I,  oo  ont  leur 
rapport  anharmonique  éc^al  à  celui  des  quatre  points  A', 
m\  00  ',  J'.  Ce  qu'on  exprime  par  l'équation 

A  m         A'  m 


ou 


Im   "~    A'J'  ' 


Im.A'm'  ,  , 

=  A  «J  . 


Donc,  etc. 


A  m 


X*  Genre (i). 


PoRiSME  CXXIII.  —  Autour  d  un  point  O  on  fait  tour- 
ner un  angle  mOm'  dont  les  côtés  rencontrent  une  droite 
fixe  LA  en  deux  points  m,  m'^  le  point  A  étant  donné  sur 
B'  A'  y   m  1         m'       A        cette     droite   :    on 

'        ^  ^      1 7 y  ^ 

pourra  trouv^er  un 
\>      /V^  second  point  Vt.f  wi 


rectangle  v  et  une 
ligne  |u,  tels,    que 
pour    une    infinité 
de  positions  de  V angle  mobile,  on  aura  toujours  V égalité 

A  m .  Vt'm'  =  y  -h  a .  mm' . 


(i)  Voir  l'énonce  do  ce  Genre,  p.  1 5G. 

i5. 


(    228    ) 

Qu'on  détermine  les  points  A',  I  et  J',  comme  au  Poi  isnic 
CXXII;  et  qu'on  prenne  B'/=IA,  v=i  AI.  A^  A  ct|UL  =  AI. 

On  aura  la  relation 

Am.B'm'  =  AI.A'A  +  AI.m/n' 

pour  toutes  les  positions  du  point  m  entre  I  et  J',  ou  au 
delà,  selon  que  le  pointdonnë  A  est  placé  au  delà  des  points 
ï  et  J',  ou  entre  ces  points,  respectivement. 
En  effet,  on  a  la  relatio^i 

AmJ'm'^A'm'.  AL      (Porisme  CXXII.) 

Ecrivons  : 

Am.(B'm'— B'J')  =  A'm'.AI, 

Am.B'm'  =  A//2.B'J'-|-  AO?/.  AI, 

Am.iym'=77zA.J'B'+(A'A  — m'A)AL 

OrJ'B'=:AI.  Donc 

Am.B'm^  =  (mA--m'A)Al4-A'A.AI, 
ou  enfin 

A  m .  B'  m'  ==  AI .  A'  A  H-  AI .  mm'. 

C.     Q.     F.     D. 


229 


IIP  LIVRE  DES  PORISMES. 


Pappus  dit  :  «  Dans  le  III''  Livre,  le  plus  grand  nombre 
»  des  hypothèses  concernent  le  derni-cercle  ,  quelques-unes 
»  le  cercle  et  les  segments.  Pour  les  choses  cherchées,  la 
»  plupart  ressemblent  aux  précédentes.  Il  y  a  en  outre 
))   celles-ci.  » 

Ainsi  que  nous  Tavons  fait  pour  le  IF  Livre,  nous  donne- 
rons d'aboi d  les  Porismes  qui  forment  les  huit  (ienres  spé« 
ciaux  au  IIP  Livre,  de  XXII  à  XXIX  ;  et  ensuite,  ceux  qui 
rentrent  dans  les  vingt  et  un  Genres  précédents. 

XXII*  Genre. 

Le  rectangle  de  telles  droites  est  au  rectangjle  de  telle  et  telle  autre  dans  un 
rapport  donné. 

PoRiSME  CXXIV.  —  Quand  une  droite  tourne  autour 
d'un  point  p  et  rencojitre  deux 
droites  SA,  SA'  données  de  posi- 
tiohy  en  deux  points  m,  m';  un 
ç^~  ^- — ;ir/~— ^m'  point  A  étant  donné  sur  la  prc 
mière  droite  :  on  peut  déterminer 
un  point  A'  sur  la  deuxième  et  une 
raison  X,  tels,  que  le  rectangle  Sm.A'm'  sera  au  rectangle 
A  m .  S  m'  dans  la  raison  X. 

Ce  Porisme  est  exprimé  par  le  Lemme  III  (proposi- 
tion I2g  de  Pappus). 

Porisme  CXXV.  —  Quand  deux  droites  qui  tournent 
autour  de  deux  points  P,  Q  en  se  coupant  toujours  sur  une 
droite  LJVI,  rencontrent  deux  autres  droites  GX,  G'X'  en 


(  ^3o) 
m  et  m'j  si  deux  points  A,  B  sont  donnés  sur  GX  :  on  peut 

déterminer  deux  points  A\  B' 
sur  G'X'  et  une  raisoji  X,  tels^ 
(pie  le  rectangle  m  A  .  m' B' 
sera  toujours  au  rectangle 
mB.m'A'  dans  la  raison  \. 

En  elïet,  qu'on  mène  les 
droites  PA,  PB  qui  coupent 
LM  çj\  aç.\.h\  puis,  les  deux  droites  Qa,  Q^  qui  rencon- 
trent G' X'  en  A'  et  B'.  Ces  deux  points  sont  les  points  de- 


mandés, et  la  raison  \ 


G  A  .  G  B     T^  ^  1' 

y— ,•  De  sorte  que  1  ou  a 


GB.G'A 
wiA./«'B'        G  A.  G'B' 


ml^.m'k!        GB.G'A' 

En  elîet,  les  droites  PE,  PM,  Prt,  PZ>  coupées  par  les  deux 
LM,  GX,  donnent,  d'après  le  Coroll.IduLemmellI,  p.  82, 


Donc 


Mfl      £«        m  k      G  A 
M/^  •  E6  ~"  /7/B  •  GB 

lement 

M^  ,  E«  _/w'A'  .  G' A' 
^\b  '  Y.b~~  m'W  '  G'B' 

• 

/;/  A  .  OA 
w  B  '  GB  ■ 

m' k'     G' A'               wA./w'B' 
~/«'B''G'B''     ^"     wB.w'A' 

G  A.  G'B' 
~"  GB.G'A' 

C.     Q.     F.    D. 

Purisme  CXXVI.  —  Quand  un  cercle  passe  par  trois 
points  A,  B,  C,  si  autour  de  deux  de 
ces  points  A,  B,  on  fait  tourner  deuX 
droites  qui  se  coupent  en  M  sur  la  cir- 
conférence  et  reîicontrent  une  corde 
EF  en  m  et  m'  :  le  rectangle  Em.Fm' 
est  au  rectangle  Fm.  Em'  dans  une 
raison  donnée. 

Soient  D,  D' les  points  dans  lesquels  la  corde  EF  rencon- 
tre les  droites  AC,  BC.  Lesqualre  droites  AE,  AD,  A/w,  AF 


font  entre  ollos  les  mêmes  angles  que  les  ([uatre  BE,  Biy, 
Bm',  BF.  Par  eonséquent,  ou  a,  entre  les  cl(.'ux  séries  de 
quatre  points  E,  D,  m,  F  et  E,  IV,  m',  F,  d'après  le  Corol- 
laire III  duLemmelll  (p.  84),  l'équation 


ët7 


F  m 
FD 


F/7ï' 

fF 


ou 


Eaw.Fw'        FD'.ED 


Km'  Vm        FD.ED' 

Si  EF  est  parallèle  à  BC,  on  trouve  alors  (pie 

E//I.F///  _  ED 
E/w'.Fa;/  ~  FD' 

Ainsi  le  Porisme  est  démontré. 

Observation.  On  a  encore  entre  ni  el  ///  ré([ualioii 

.  Dm. F  m'    _  DE 
D'ffi\  F  m  ~  IVe' 

Ces  relations,  qui  s'appliquent  aux  sections  (oni(|ues,  con- 
stituent le  théorème  de  Desargues  sur  Vinuohilio//,  et  for- 
ment, dans  la  Géométrie  moderne,  une  des  propriétés  fon- 
damentales de  ces  courbes.  C'est  aussi  à  ces  relations  que 
se  rapporte  le  troisième  des  cin([  Porismes  de  Fermât  (Voir 
Aiwrcii  historique,  p.  67-68). 

Porisme  CXXVII.  —  Un  cercle  est  circonscrit  à  un 
triangle  ABC,  et  autour  des  deux 
sommets  A,  B  on  fait  tourner  deux 
droites  qui  se  croisent  sur  la  circon- 
Jérence,  et  qui  rencontrent  en  m  et 
ni  les  tangentes  en  B  et  A:  le  rap  - 
port  des  rectangles  An/.  S  m  et 
S  m'.  Bm  est  donné. 

En  effet,  les  quatre  droites  AC, 
AM,  AB  et  AS  font  entre  elles  des 
angles  égaux  à  ceux  des  droites  BC, 
BlM,  BS  cl  BA  Par  (onsécpuMit, 
d'après    1(î    Corollaire  III  ([).  84), 


(  23.  ) 
OU  a,  entre  les  deux  séries  de  quatre  points  c,  m,  B,  S  et 
c\  m',  S,  A,  l'équation 


A  m'.  S  m        Ac' .Se 


Sm'.Bw        Sc'.Bc 

Donc,  etc. 

PoRisME  CXXVIII.  —  Quand  un  cercle  est  inscrit  dans 

un  triangle  abc,  siau- 
tour  des  deux  points 
de  contact  A,  ^  on 
fait  tourner  deux 
droites  qui  se  cou- 
pent sur  la  circonfé- 
c  rence  et  rencontrent 

le  côté  ab  du  triangle  en  m  et  m';  le  point  S  étant  à  V in- 
tersection de  ce  côté  par  la  droite  AB  :  le  rectangle  S  m.  S  m' 
sera  au  rectangle  am'.bm  dans  un  rapport  donné, 

2 

se 


Ce  rapport  e^t 


rtC.Z>C 
Sm .  S  m' 


c'est-à-dire  que  l'on  a 


se 


am'.bm         ciC.ùC 


En  eflet,  les  quatre  droites  AS,  Ah,  AC,  Ani  font  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  B«,  BA,  BC,  B///. 
Par  conséquent,  les  deux  systèmes  de  quatre  points  S,  />,  C, 
m  et  rt,  S,  C,  /?/,  sont  liés  par  la  relation  du  Corollaire  III 
(p.  84), 


0»  .. 


Sm  ,  S£ 
Tm   '  bC 


SiH  .S  m' 

bni .  a  m' 


am'  ^  aC 

w  •  se  ' 


aC.bC 


Donc,  eic 


(  233  ) 
Obseivation.   Chacune  des  deux  équations  suivantes  sa- 
tisfait aussi  à  l'énoncé  du  XXII"  Genre  : 


b/n  .Cm' 
Cm.S/fi' 
Cm .  a  m' 
S  m. Cm' 


ùS.Ca 
es. Sa' 

Cb   nS 
TbXS' 


PoRiSME  CXXIX.  —  Quand  un  cercle  est  circonscrit  à  un 
triangle  POR,  si  deux  droites  tournent  autour  des  som- 
mets P,  Q,  en  se  coupant  tou^ 
jours  sur  la  circonférence^  et 
rencontrent  deux  droites  don- 
>  nées  de  position  LC,  L'C  e/i 
deux  points  m,  m';  deuxpoints 
A  e^  B  étant  donnés  sur  la  pre- 
mière de  ces  droites  :  on  peut 
trouver  deux  /Joints  A',  B'  sur 
la  deuxième  et  un  rapport  ^, 
tels,  que  le  rectangle  Am.B'm'  sera  au  rectangle  A'm^Bni 
dans  le  rapport  \. 

Qu'on  mène  les  droites  PA,  PB  qui  rencontrent  la  cir- 
conférence en  a  et  b\  les  deux  droites  Q<'i,  Q  h  déterminent 
sur  la  droite  \JÇ!  les  deux  points  cbercliés  A',  B'.  Soient  C 
et  a  les  points  où  les  droites  QR,  PR  rencontrent  LC  et 

VP   \K' c 
L'C,  respectivement:  le  rapport  X  est  égal  à        '         ■ 

Enellét,  les  quatre  droites  menées  du  point  P,  P«,  PZ», 
PR,  PM  font  entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  quatre 
droites  Qrt,  QZ>,  QR,  etQM^  par  conséquent,  on  a,  entre 
les  deux  séries  de  quatre  points  A,  B,  C,  ni  et  A',  IV,  C,  m\ 
l'écjuation 

A_^  .  AC  _  A'///'  .  A'C  A///.B'///'  _  AC.A^C 

B"^  •  BC  ~"  BW  •  B^C^  '      ^^^      k'm'  .Wm  ~  X'C .  BC' 


Ce  <fU!  démonliM"  le  Porisnie 


(  234  ) 
Obseivation.  Les  deux  droites  sur  lesquelles  sont  formés 
les  segments  A  m,  A' m' peuvent  coïncider-,  le  Porisme  sub- 
siste et  la  démonstration  reste  la  même. 

Purisme  CXXX.  — ;  Un  cercle  est  inscrit  dans  un  trian- 
gle SCC;  une  tangente  tourne  sur 
la  circonférence  et  rencontre  les 
deux  côtés  SC,  SC  du  triangle 
en  m  et  m';  si  deux  points  A  et  lî 
sont  donnés  sur  le  coté  SC  :  on 
pourra  trouver  deux  points  A',  B' 
sur  le  côté  SC  et  une  raison  )., 
tels,  que  Von  aura  toujours  la  re- 
lation' 


A  m  Wm' 


=  /. 


Les  tangentes  au  cercle  menées  par  les  deux  points  don- 
nés A  et  B,  rencontrent  le  côté  SC  en  A'  et  B'  qui  sont  les 

Af  Tl'C 
deux  points  demandés  5  et  la  raison  A  est  égale  à        '         • 

En  efl'et,  soient  w,  0/  les  points  de  contact  des  côtés  SC, 
se,  a  le  point  de  contact  de  la  tangente  AA',  et  O  le  centre 
du  cercle.  Les  deux  droites  OA,  O  A' sont  perpendiculaires 
aux  cordes  (j)a,  (Ja-^  par  conséquent,  l'angle  AOA'  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  waw'-,  de  même  l'angle  niOni' .,  et 
de  même  les  suppléments  des  angles  BOB',  COC^  Il  s'ensuit 
(jue  les  droites  OA,  OB,  OC  et  Om  font  entre  elles  des 
angles  égaux  à  ceux  des  droites  OA',  OB',  OC  et  Om'. 
Donc,  en  vertu  du  Corollaire  III  (p.  84),  on  a,  entre  les 
deux  séries  de  points  A,  B,  C,  ///  et  A',  B',  C,  m',  ré([ua- 
lion 


m     AC         Mm' 

k'C 

km.B'm'         AC.B'C 

m  '  BC  ~  B'  m' 

B'C' 

ou 

B/«.A'/«'  ~  BC.AT/ 

Ce  qui  démontre  le  Porisnxe. 


(  -235  ) 
Scolie.  La  démonstration  fait  voir  que  si  le  point  donné 
A  coïncide  avec  le  point  de  contact  w  de  la  tangente  SC,  le 
point  A'  vient  en  S;  et  que  si  le  point  donné  B  est  situé  eu 
S,  le  point  IV  coïncide  avec  le  point  de  contact  oj'  de  la  tan- 
gente se.  De  sorte  qu'on  a  alors  Téquation 


s^*  se 


S/;/ 


se 


-,  î 


ou 


lùtn.w'm'        wC.w'C 


S/fi.Sni'         se .  se 

PoRiSME  CXXXI.   —   Quand  quatre  droites  A,  H,  C,  D 

données  de  position  sont  tan- 
gentes à  un  cercle:  toute  autre 
tangente  les  rencontre  en  qua- 
tre points  a,  b,  c,  d,  tels,  que  le 
rapport  des  rectangles  ac.bd 
et  ad  .bc  est  do  fine. 

Soit  a  le  point  de  contact  de 
la   tangente  A  et  ê,    y,   â  les 
points  où  cette  tangente  rencontre  les  trois  autres  B,  C,  D: 

la  raison  donnée  est  égale  ;i  -y-j-'  De  sorte  (juc  Ton  a 


ac.  h  il 
ad.bc 


0.0  .  Qy 

ay  .6(î 


En  eOet,  que  dii  centre  du  cercle  on  mène  les  droites 
0«,  Oh,  Oc,  0<7,  Oa,  Go,  Oy,  Od.  Les  angles  que  les 
quatre  premières  font  entre  elles,  sont  égaux  à  ceux  d(;s 
quatre  autres;  par  conséquent,  d'après  le  Corollaire  111 
(p.  84)5  on  a,  entre  les  deux  séries  de  points  a,  h^  c,  ^et 
a,  S,  y,  (î,  l'équation 


ac  ^  bc 
ad  '  h  cl 


2:^6 


ou 


etc.  bel 


ay 


nd .  bc  Cf.S .  67 

Donc,  etc. 

Corollaire.  Ce  Porisme,  mis  sous  la  forme  des  théorèmes 
ordinaires,  prend  cet  énoncé  :  Lorsque  qtuitre  tangentes  à 
un  cercle  A,  B,  C,  D  rencontrent  deux  autres  tangentes 
en  deux  systèmes  de  points  a,  b,  c,  d  et  a',  b',  c',  d',  on  a 
entre  ces  points  la  relation 


ac  ^  bc 
^  *  Id 


a'c'   .    b^ 
VJ'  *  Vd 


7  ") 


ou 


bd 


ad .  bc 


a'c\h'd' 
a'd'  .b'c'' 


Cette  proposition  offre  une  des  propriétés  du  cercle  les 
plus  importantes  dans  la  Géométrie  moderne. 

Porisme  CXXXII.  —  Quajid  un  cercle  est  inscrit  dans 

un  triatigle  SCC,  dont  il 
touche  les  côtés  SC,  SC  en 
w,  w'  :  une  tangente  quel- 
conque rencontre  ces  côtés 
en  deux  points  m,  m',  tels, 
que  le  rapport  des  rectan- 
gles S  m .  C  m' et  C  m .  w'  m'  est 
donné. 

En  effet,  les  angles  wOS,  7nOm\  SOw'  et  le  supplément 
de  l'angle  COC  sont  égaux,  comme  ayant  chacun  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  wo)'.  Par  conséquent,  les  quatre  droi- 
tes OS,  Ow,  Om  et  OC  font  entre  elles  des  angles  égaux  à 
ceux  des  droites  Oo/,  OS,  Om'  et  OC,  prolongée  au  delà 
du  point  O.  On  a  donc,  entre  les  quatre  points  S,  w,  C,  m 
elo/,  S,  C,  m',  l'équalion 


S/n\  S  w        0)'  ///  ^  w'  S 
Cm  *  wC        C /li'  '    SC 


ou 


Sm.Cm'         Sw.SC 


Coi 


w  C   w'S 


qui  démontre  le  Poiisme. 


{  ^37  ) 
PoRiSME  CXXXIII.  —    Qiiarul  une  tangente  tourne  sur 

un  cercla  et  rencontre  deux 
tangentes  fixes  SA,  SA'  en 
deux  points  m,  m',  si  d'un 
point  fixe  P,  pris  au  dehors 
du  çerclcj  on  mène  les  droi- 
tes Vui^  Pm.';  et  si  n,  n' sont 
les  points  d'intersection  de 
ces  droites  et  de  la  corde  EF 
qui  joint  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  issues 
du  point  P  :  les  rectangles 
En.Fii'  et  En'.Fii  sont  dans  wie  raison  donnée. 

En  eiFet,  soit  A  A'  une  position  de  la  tangente  mobile  imn'., 
la  tangente  PE  rencoiitre  SA,  SA'  en  e  et  e'-^  et  la  tangente  PF 
cnfelf.  On  a,  d'après  le  corollaire  duPorismc  CXXXI, 


cm  ^  eA 
fni  'fl 


e  m 

7w 


e'  A.' 


On   sait  d'ailleurs,  par  le   Corollaire  I  du  Lemme  III 

p.  82),  que 


et 


Donc 


em      e  k 


E/2      Efl 


fm  VA        F/z  •  Va' 


e'  m'  ^  e'k'  __  K«\  En 
yW  ' f^J  """  FV  •  F^' 


E/2  ,  E« 

Vn  '  Frt 


En'  ^  Ea 

f7?  •  FV 


ou 


En.Fn' 

En'  .¥  /? 


¥.a.Fa' 
Ert'.  Frt 


Ce  qui  démontre  le  Porisme  énoncé. 

PoiiisME  CXXXI V. — Quand  un  triangle  ABC  est  inscrit^ 
dans  un  cercle,  si  autour  d'un  point  P  de  la  circonjérence 
on  fait  tourner  une  droite  qui  rencontre  les  côtés  du  triaU' 


(  .38  ) 
gle  en  a,  b,  c  et  la  circonférence  en  ni  :  le  rapport  des  rec- 
tangles am .  bc  ei  biii .  ac  sera  cloniié. 

Eu  eiFet,  la  droite  dm  rencontre 
le  côté  AB  en  un  point  f//,  et  l'on  a, 
d'après  le  Porisme  CXXYI, 


Am'.Br 


A  c .  B  m 


-,  =  ^, 


^  étant  une  raison  constante,  quel  que  soit  le  point  ///  de  la 
circonférence.  Mais,  par  le  Lemme  III, 

An/ .Bc       am.bc 
Ar.Bm' 
Doue 

am  .  bc 


ac .  hm 


acbin 
==  X  =  const. 


On  détermine  très- simplement  A  en  menant  la  transver- 
sale Paê  parallèle  à  la  droite  AB  ;  car  ou  obtient  alors 

Ainsi  le  Porisme  est  démontré. 

Porisme  CXXXV.   —  Quand  un  cercle  est  inscrit  dans 
^  un  triangle  ABC,  si  de 

chaque  point  M  dhine 
tangente  fixe  LM  on 
mène  une  tangente  au 
cercle  et  une  droite  abou- 
tissant au  sommet  C  du 
triangle  :  cette  tangente 
et  cette  droite  rencon- 
treront le  côté  AB  en  deux  points  m,  m',  tels,  que  le  rap- 
port des  rectangles  Am.Bm'  ez  Am'.Bm  sera  donné. 

En  efVel,  soit  Dd  une  des  positions  de  la  tangente  Mm  5 
les  deux  tangentes  LM  et  AB  sont  coupées  par  les  quatre 


23() 


Afi,  15 /i,  Dr/  (il  niM  :  aiusi,  d'après  le  Poiisme  CXXXÏ, 


A  m 
AD 


BÏÏ 


«M 


/y  M 


Los  droites  menées  du  point  C  aux  quatre  points  a^  b,  d  et 
M  rencontrent  la  tangente  AB  en  A,  B,  D',  m\  et  l'on  a  (par 
le  (Corollaire  I  du  Lemmc  III), 


Dodo 


ÂÎ5 


bu 

~bd 

lîD 


A  m' 

Âîy 

A/w' 


Bîy 


ou 


Am.Bwi' 


BD' 

_  AD.BD' 
Bm.A//î'  ""  BD.AD'* 

Ce  qui  démonlic  le  Porisme. 

XXIIP  Genre. 

Le  carré  construit  sur  telle  droite  est  à   une  certaine  abscisse  dans  un 
rapj)ort   donné. 

Porisme  CXXX\  I.  —  Etant  donnés  un  cercle  dont  le 
diamètre  est  AC,  et  un  point  B  sw 
la  tangente  en  A,  si  des  points  A 
et  B  on  mène  à  chaque  point  M  de 
la  circonférence  les  droites  AM,  BM 
qui  rencontrent  en  m  et  m!  la  tan- 
gente au  point  G  :  le  carré  du  seg- 
ment C  m  est  à  l'abscisse  mm'  dans 
un  l'apport  donné. 

\\u  edV't,  soit  Mp  la  perpendienlaire  abaissée  du  point  M 
sur  le  diamètre  AB,  on  a,  dans  le  triangle  mCA  coupé  par 
M/;, 

C/n  Mp 

CÂ~  lÂp' 


(   Mo 

) 

Par  conséquent 

— î        — -i 
Cm          ^]/j 

CA          Ap 

_Cp.Ap  _ 
Ap 

Cp  ^ 
Ap 

IM  m 
A  M 

771/71 

AB 

OU 

Cm 
771  m' 

AR 

Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME  CXXXMI.  —  Quand  des  deuii-circonféren- 
ces,  telles  que  ni  Cm',  ont  le  même  centre  et  j)our  hase  une 
même  droite,  un  point  A  étant  donné  sur  cette  droite;  si 

Von  prend  le  point 
n  dont  la  distance  au 
point  A  soit  égale  à 


la    tangente    menée 
-j  n  m  0  m'  o 

de  ce  point  n   à  la 
circonférence  m  Cm'  :  le  carré  de  A  m  est  à  V  abscisse  nni 
dans  un  rapport  donné. 
On  a,  en  eft'el, 

A  "^  A  f\ 
z=  2AO. 

71771 

Car  7ff  étant  la  tangente  à  la  circonférence, 

lit   =  nni.nm  ; 
et  par  conséquent 

An  =  n}7i,îini' . 
Cette  relation,  d'après  leLemnie  XXIII,  donne  celle-ci  : 
Am  =7/f«.(A///-hAn/'), 


ou 


=  2AO. 


C.    Q.     F.    D, 


(  'Ml  )  ^ 

Obserunlion.  Si  le  point  A  se  trouvait  intérieur  à  la  cir- 
conférence variable  mCm'^  ce  serait  le  Lemme  XXV  que 
l'on  invoquerait. 

XXIV  Genre. 

Le  rectangle  construit  sur  telles  droites  est  égal  au  rectangle  qui  a  pour 
c6tés  une  droite  donnée  et  le  segment  formé  par  tel  point  à  partir  d'un 
point  donné. 

PoRiSME  CXXXVIII.  —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q 
On  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  toujours  sur  une 

droite  donnée  de  position 
LM,  et  rencontrent,  respec- 
tivement, deux  droites  fixes 
EX,  E'X'  en  m,  m'  \  un  point 
A  étant  donné  sur  la  pre- 
mière de  ces  droites  :  on 
'pourra  trouver  deux  points 
A'  et  y  sur  la  deuxième^  et  une  ligne  [j.,  tels,  que  le  rec- 
tangle A  m .  J'm'  sera  toujours  égal  au  rectangle  y. .  A' m'. 

Qu'on  mène  PA  qui  rencontre  la  droite  LM  en  a;  Qa 
qui  rencontre  E'X'  en  A';  P/  parallèle  à  EX  et  qui  rencon- 
tre LM  en;  5  puis  Qj  qui  rencontre  E'X'  en  J^^  Qi  paral- 
lèle à  E'X',  qui  rencontre  LM  en  z;  et  enfin  P/  qui  ren- 
contre EX  en  L  Les  points  A'  et  J' sont  les  points  demandés, 
et]:z=:AL 

En  effet,  les  quatre  droites  Pa,  PM,  P/,  P/  coupées  par 
les  deux  LM,  EX  donnent,  d'après  le  Lemme  XI, 

A  m rt  M  ^  y  IVI 

AI  ai    *  ji 

Et  les  droites  (^a^  QM,  Q;',  Q/,  donjicnt  de  même 

A'm'__rtM  JM 
y  m  ai    '   ji 

16 


24^2 


1)01. 


K'm' 
y  ni' 


ou 


J'/;/=:  A'm'.AI. 


c.    Q.    F.    n. 
PoRiSME  GXXXIX.  —  Quand  un  cercle  est  circonscrit 
à  un  triangle  PQR,  si  autour  des  deux  sommets  P,  Q  on 

Jait  tourner  deux  droites  qui  se 
coupent  sur  la  circonférence  et 
qui  rencontrent  deux  droites 
fixes  AX,  A'X'  en  m  et  m';  le 
point  A  étant  donné  sur  AX  :  on 
pourra  trouv^er  les  points.  A'  et 
}'  sur  A'X',  et  urw  ligne  p,  tels, 
quon  aura  toujours 

A  m .  V  m!  =  |y. .  A'  m'. 

Qu'on  mène  PA  qui  rencgniie  la  circonférence  en  a,  et 
parallèieinenl  à  AX,  Py  qui  rencontre  la  circonférence  en 
/.  Les  droites  Q«)  Qy  déterminent  sur  A'X'  les  points  cher- 
cliés  A'  et  J'.  Pour  la  ligne  /ut,  il  suffit  de  mener  à  A'X'  la 
parallèle  Q/  qui  rencontre  la  circonférence  en  i\  puis  Vi 
c[ui  rencontre  AX  on  I.  On  prendra 

fx  =  AI. 

En  c(Tet,  les  quatre  droites  Va^  PM,  P/,  P;  font  entre 
elle  des  angles  égaux  à  ceux  des  quatre  droites  Qrt,  QM, 
Q/,  Qy.  Par  conséquent,  on  a,  entre  les  points  A,  m,  I  et 
A',  m'y  i'  (comme  il  a  été  démontré  au  Porisme  CXXII) 
l'équation 

A///         h' ni'  .  -r,     /         AT     A/     / 

=  — — -,      ou      Am.  J  m  =  Al.  A  m'. 

AI         J  ni' 

c.     Q.     F.     D. 

Obscrsmtion.  Les  deux  droites  AX,  A'X' peuvent  se  con- 
fondre. 


PORISME   CXL. 


(  -^a  )  _ 

—  Quand  un  cercle  est  tangent  à  deux 
droites  SX,  S'X',  si  l'on  mène  une  troi^ 
siènie  tangente  quelconque  qui  ren- 
contre les  deux  premières  en  m  et  va!  : 
le  point  A  étant  donné  sur  SX  :  on 
pourra  trouver  deux  points  A'  et  J'  sur 
SX',  et  une  ligne  17.,  tels,  qu'on  aura 
toujours 

A  tu.  y  m'  =  IX.  A' m'. 

Les  deux  tangentes  menées,  Tune  par  le  point  A  et  l'au- 
tre parallèlement  à  SX,  rencontrent  SX'  dans  les  deux 
points  demandés  A'  et  J'.  Quant  à  la  ligne  |ui,  elle  se  déter- 
mine par  la  tangente  parallèle  à  SX',  qui  coupe  SX  en  I^ 
on  aura 

p^AI. 

En  elVet,  les  quatre  droites  menées  du  centre  O  du  cercle 
aux  trois  points  A,  w,  I,  et  parallèlement  à  SX,  font  <^ntre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  quatre  droites  menées  du 
centre,  les  deux  premières  aux  points  A',  m',  la  troisième 
parallèle  à  SX'  et  la  quatrième  au  point  J';  ce  qu'on  prouve 
comme  au  Porisme  CXXX.  On  a  donc,  comme  dans,  le 
Porisme  précédent,  entre  les  points  A,  m,.I  et  A',  m',  J', 
Féquation 


A  m 

"AT 


A'- 


J'm/ 


ou     Am.y m' =:  AI.  A' m'. 

c.    Q.    F.    D. 
XXV  Genre. 


Le  carré  construit  sur  telle  droite  est  éffal  au  rectangle  qui  a  pour  côtés  une 
droite  donnée  et  le  segment  formé  par  une  perpendiculaire,  à  partir'd'un 
point  donné. 

Porisme  CXLI.   —  Si  de  chaque  point  m  (V une  demi- 

16. 


(  M4  ) 

circonférence  de  cercle  on  abaisse  une  perpendiculaire  mp 
,,i  sur  son  diamètre  AB  :  on  pourra  trouver 

une  ligne  [k^  telle,  que  Von  aura  toujours 

A  m  =  ^.Ap. 


En  effet,  on  a 


A  m  =  AB.Ap. 


l'on 


PoRiSME  CXLII.  —  Si  autour  de  deux  points  AC  d\ine 
circonférence  de  cercle  on  fait  tourner 
les  côtés  d'un  angle  droit  AMC,  et  que 
du  point  m  oïl  le  côté  CM  rencontre  la 
circonférence^  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire mp  sur  le  diamètre  AB  :  on 
pourra  trouver  une  ligne  (j.,  telle,  que 


aura 


AM 


li.Ap. 

En  effet,  les  deux  triangles  rectangles  AMC  et  AmB  sont 
semblables,  parce  que  les  angles  en  C  et  en  B  sont  égaux. 
Par  conséquent,  on  a 

AM.AB  =  Am.AC 
et 

•    âmMb'  =  â77/\âc'. 

Or  Â^  =  A/>.AB,  et  AC  ~  Ac.AB,  Donc 

Âm'=  Ap.Ac. 

Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME  CXLIIÏ.  —  Si  d'un  point  O  pris  sur  le  dia- 
mètre AB  d'un  demi-cercle^  on 
mène  une  droite  à  chaque  point 
m  de  la  circonférence,  et  que  de 
ce  point  on  abaisse  la  perpen^ 


U    /'     0' 


(  245  ) 

diculaire  mp  sur  le  diamètre  AB  :  ih  existera  un  point  D 
'Sur  le  diamètre  AB,  et  une  ligne  ^jl,  tels,  que  le  carré 
construit  sur  Om  sera  égal  au  rectangle  construit  sur 
cette  ligne  fx  et  sur  le  segment  Dp. 

Soit  C  le  centre  du  cercle,  et  O'  le  point  déterminé  par 

l'expression  CA  =  CO.CO':  le  milieu  D  des  deux  points 
O,  O'  est  le  point  cherché,  et  la  tigne  ^â  est  égale  à  2  .OC  ; 
de  sorte  qu  on  a 

Cela  est  une  conséquendie  du  Lerame  XXXVII  (proposi- 
tion i63). 

En  etï'et,  d'après  ce  Lcmme, 


OA'  =  Om' 


(OA-hOB)A;?, 


ou 


et 


OA=Om'~h'iOC.Ap 


Om'z=OA—iOC.Ap. 
Or,  d'après  le  Lemme  XXIII, 

0Â'=0C(0A-hCyA)  =  2  0C.AD. 

Donc 

Ô^'=20C.AD  — 20C.A/7=20C.(AD~-A/7), 
Ô^'=20C.D;7. 

c.    Q.    F.    D. 

PoRiSME  CXLIV.   —  Étant  données  deux  demi-circon- 
férences dont  les  centres 
C,    C  et   les   bases  AB, 
/,,   /      .  .       A'W  sont  sur  une  même 

droite,  SI  de  cliaque  point 
m  (le  l'une  on  mène  une 
(angcntc  à  l'autre  et  une 


(  246  ) 
perpendiculaire  mp  sur  la  droite  des  centres  C,  C  :  on 
pourra  trouver  sur  cette  droite  un  point  O,  tel,  que  le 
carré  de  la  tangente  sera  au  segment  O^  dans  une  raison 
donnée. 
On  aura 

Pour  le  prouver,  prenons  sur  CC  le  point  O  déierminé 
par  la  relation  OA .  OB  =  OA' .  OB'  -,  on  aura 

Om.On^=Oa,Oh. 
Il  s'ensuit 

ma .  mh  =  2  m  O .  aê  ^ 

5t,  6  étant  les  milieux  des  cordes  mni\  ah. 
Car 

Oa  =  ma  —  //lO,      O^  =  mb  —  mO, 

Oa.O^  =:  ma,mb  —  mO  [ma  H-  mb)  -\-  mO   =  Om.Om\ 

Donc 

ma .  mb  =  m  O  [ma  -f-  mb  —  mO  -h  m'O) 
:=  [ma '{' mb  —  mm')mO, 
ou 
0  ma.mb  =  mO  .[2.mQ  —  ^moc) 

=  2m0.[m^  —  mcx.)  =  imO.aQ. 

Or,  en  vertu  des  triangles  semblables, 

aê         Oa  O^  ^    r\  r\       nm 

CC==ÔC'==Ô^'     ^"     «o.Om  =  0;,.CC. 

De  là 

ma  .  mb  =  2  Op  ,  CC. 

Mais  ma.nd)  =  mt  .  Donc  enfin 
Ce  qui  démontre  le  Porisme. 


(  ••^47  )  ■ 
Corollaires.  Si  au  lieu  de  demi-circonférences  ou  consi- 
dère des  cercles  entiers,  et  qu'ils 
se  coupent,  le  point  O  est  évi- 
demment sur  leur  corde  com- 
mune EF.  On  a  toujours 


ou 


nit 


=r:2.CC', 


mt 
mq 


2  ce, 


//// 


c'est-à-dire  que  :  le  carré  de  la  tangen(e  mt  est  à  faire  du 
triangle  EmF  dans  une  raison  donnée  i  j  • 

Ce  qui  forme  un  Porisme. 

On  en  conclut  cette  réciproque  : 

Deux  points  étant  donnés  sur  u?i  cercle  :  le  lieu  d\in 
point  tel,  que  le  carré  de  la  tangente  menée  de  ce  point  à 
la  circonférence  du  cercle,  et  V aire  du  triangle  foiiné 
par  les  droites  menées  du  même  point  aux  deux  points 
donnés,  soient  dans  une  raison  donnée,  est  un  cercle. 

Le  Porisme  peut  prendre  une  autre  expression  :  car  l'an- 
gle en  m  est  constant',  par  conséquent,  d'après  le  Lemme  XX 
de  Pappus,  les  aires  de  deux  triangles  EmF,  Em'F  sont 

entre  elles  dans  le  rapport  des  rectangles  mE.wF,  m'E.m'F. 

— j 
mt 


m  E .  m  F 


est  donné,  c'est-à-dire 


D'où  il  suit  que  le  rapport 

que: 

Quand  deux  cercles  se  coupent,  si  de  chaque  point  de 
l'un  on  mène  une  tangente  à  Vautre  et  des  droites  aux 
deux  points  d' intersection  des  cercles,  le  carré  de  la  tan- 
gente est  au  rectangle  des  deux  droites  dans  une  raison 
donnée. 


(  248  ) 

Par  conséquent  encore  :  Deux  points  étant  donnés  sur  un 
cercle,  le  lieu  d'un  point  tel,  que  le  carré  de  la  tangente 
menée  de  ce  point  à  la  circonférence  du  cercle,  soit  au  rec^ 
tangle  des  deux  droites  menées  du  même  point  aux  deux 
points  donnés,  dans  une  raison  donnée,  est  un  cercle  dé- 
terminé de  grandeur  et  de  position. 

Ce  théorème  est  un  des  Porismes  donnés  par  lord 
Brougliam,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Gène? al  Tlieo- 
rems,  chicjly  Porisms,  in  the  higlier  Geometry,  qu'on 
trouve  dans  les  Philosophical  Transactions  de  la  Société 
Royale  de  Londres,  année  1798  (1). 

PoRisMï:  CXLV.  —  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et 
une  droite  EF  parallèle  à  la  base  AB  \  si  de  chaque  point 
m  de  cette  droite  on  mène  mC, 
mB  qui  rencontrent,  respective- 
ment,  les  côtés  AB,  AC  en  n,  n'  : 
la  droite  nn'  coupe  la  droite  EF 
en  un  point  m',  et  Von  a  toujours, 
entre  les  deux  points  m  et  m',  la 
relation 


Em  :=z^.^m'., 

oit  (J.  est  une  ligne  de  grandeur  connue. 

Cela  est  une  conséquence  du  Lemnie  VU  de  Pappus.  Car 
il  résulte  de  la  réciproque  de  ce  Lemmeque  dans  le  (Juadri- 
latère  Bnn'C  coupé  par  la  droite  EF,  parallèle  au  côté  Bn 
et  passant  par  le  point  de  rencontre  des  deux  diagonales, 


(i)  «  Two  points  in  a  circle  hcing  given  (but  iiot  in  one  dianieter),  ano- 
Iher  circle  niay  be  dcscribed,  siich,  that  if  from  any  point  thereof  to  the  pi- 
ven  points  straight  linos  be  drawn,  and  a  line  touching  the  givcn  circle,  the 
tangent  shall  be  a  mean  proportional  betwcen  the  lines  so  inllected. 

»  Or,  more  generally,  the  square  of  the  tangent  shall  liave  a  given  ratio 
to  the  rectangle  under  the  inflectod  lines.  »  (Proposition  VII,  p.  38-^.) 


on  a 


(  ^49) 
Ë^^'  =  ED.Em^ 


Donc,  etc. 

PoRisME  CXLVI.  —  Étant  donnés  un  triangle  AïiC  et 

la  droite  AD,  si  de  chaque  point  M  du  côté  CA  on  mène 

la  droite  MB  qui  rencontre  AD  en 
n',  et  une  parallèle  à  la  base  Ali, 
qui  rencontre  le  côté  CB  en  n  j 
puis,  quon  mène  les  droites  An 
et  rxn!  qui  rencontrent  en  m  et  m! 
la  parallèle  ii  la  hase  AB,  menée 

par  le  sommet  C  :  on  pourra  trousser  une  ligne  fx;  telle j 

qu'on  aura  toujours 

Cm  =  II. Cm'. 

En  efîet,  les  quatre  droites  qui  partent  du  point  A,  cou- 
pées par  les  deux  CD,  MB,  donnent 


Cm 
CD 


MG     BG 
MV*  B^ 


=  ri— ;  :  ^— ;•      (Corollaire  II  du  Lemme  XI,  p.  83 . ) 


C/n 

BG     MG 
~Bn'  'Ur/ 

~   '  5 

ou     Cm  =  CD.  Cm'. 

Et  pareillement,  les  quatre  droites  qui  partent  du  point 
r^,  coupées  par  les  deux  mêmes  CD,  MB,  donnent 

Donc 

Cm    Cm 
œ  '  Cm' 

Donc  u  =  CD.  Donc,  etc. 

XXVP  Genre. 

Tel  rectangle,  qui  a  pour  cAtës  la  somme  de  deux  droites  et  une  droite  en 
rapport  donné  avec  telle  autre,  est  dans  un  rapport  donné  avec  telle  ab- 
scisse. 

PoRiSME  CXLVII.^  —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q 


(    230    ) 

Q  d'un  cercle  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent 
en  M  sur  la  circonjérence  du  cercle,  et  qui  rencotitreni 
une  corde  EF  en  deux  points  m,  ni'; 
une  raison  À  étant  donnée  :  on  peut 
troui^er  deux  points  A  et  B  sur  EF  et 
une  ligne  y.,  tels,  que  dans  tous  les 
cas  oii  le  point  m  se  trou\^era  hors  du 
segment  AB,  on  aura  la  relation  con- 


stante 


(km  -f-  B//;)),.F/w' 


Qu'on  mène  la  corde  Q/  parallèle  à  EF,  et  Pi  (jui  ren- 
contre EF  en  I  ;  puis,  qu'on  prenne  EA  =  > .  El,  EB  =  EA, 
et  ^=  Bx4,  on  aura 

mm' 

En  effet,  d'après  le  Porisme  CXXVI,  on  a 

E  m .  F  /;/  _  El 
Ew'.F/;/  ~~  Yï 

Et  par  conséquent,  d'après  le  Porisme  LXXXll, 

Em.Ym'        ^, 
: —  =  EL 


Or,  EA  =  EB;  et,  par  suite, 

«^  A  m 


Bm 


Donc 


ou 


(A/w  ■+-  R/«)Fw' 
mm' 


{km  -t-Bw)>.Fw' 


=  2E1; 

2X:EI=:BA. 

C.     Q. 


(     2'Jl     ) 

XXVII"  Genre. 

Il  existe  un  point  tel,  que  des  droites  menées  de  ce  point  comprennent  un 
triangle  donné  d'espèce, 

PoRiSME  CXLVIII.  —  Étant  donnes  deux  demî-cer- 
cles  O,  O',  et  un  angle  :  on  peut  troui^er  un  point  S,  tel, 

que  Si  l'on  fait  tourner  autour 
de  ce  point  y  comme  sommet, 
r angle  donné,  dont  les  côtés 
Se,  Se'  rencontreront  les  demi- 
circonjérenccs  en  c  et  c',  res- 
pectiwement,  le  triangle  Sec'  soit  donné  d^ espèce. 

C'est-à-dire,  puisque  l'angle  cSc'  est  donné  de  grandeur, 
que  ses  côtés  Se,  Se'  doivent  être  dans  un  rapport  con- 
stant. 

Que  sur  OO'  on  décrive  un  segment  de  cercle  capable  de 
l'angle  donné;  et  qu'on  prenne  sur  l'arc  de  ce  segment  le 
point  S,  de  manière  que  le  rapport  des  lignes  SO,  SO'  soit 
égal  à  celui  des  rayons  Oa,  O' a' ,  Ce  point,  que  l'on  déter- 
mine par  le  Lemme  XXIX  (proposition  i55)  de  Pappus, 
satisfait  à  la  question  ;  et  la  raison  constante  des  deux  lignes 

Se,  Se',  est  égale  à  pr,— ,• 

Prenons  sur  Se'  le  point  c",  tel,  que  Ton  ait 

Se  _  Oa 

11  s'agit  de  prouver  que  ce  point  c"  coïncide  avec  c'.  . 
On  a,  par  construction, 


d'où  résulte 


SO 

Qa 

SO' 

~Ofl' 

Sa 
Sa' 

0« 
~~0«' 

ac 

a  c 

ac 

a'c" 

(     '252    ) 

Donc 

Sa  __  Se 

Sû'~~Sc"* 

Mais  les  angles  a  Se,  a'Sc"  sont  égaux,  parce  que  les  angles 
OSO',  cSc'  sont  égaux  :  les  deux  triangles  «Se  et  a^Sc"  sont 
donc  semblables,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels.  Par  conséquent,  d'une  part,  les  angles 
Oac  et  O' a! c"  sont  égaux;  et,  d'autre  part,  on  a 


et,  par  suite. 


Donc  les  deux  triangles  Oac  et  O'a'c"  sont  semblables, 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels. Mais  dans  le  premier,  Ofl  =  Oc;  donc,  dans  le 
second,  O' a'  z=^  O' c" .  Le  point  c"  est  donc  sur  la  circonfé- 
rence O',  et,  par  conséquent,  coïncide  avec  c' .  Ce  qu'il  fal- 
lait prouver. 

Le  Porisme  est  donc  démontré. 

Corollaire.  Le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  aux 
centres  00'  de  deux  cercles  sont  entre  elles  dans  le  rap- 
port des  rayons  Oa,  O' a\  est  la  circonférence  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  qui  joint  les  centres  de  similitude  des  deux 
cercles.  D'après  cela,  on  conclut  du  Porisme  qui  vient  d'être 
démontré,  ce  théorème  : 

ÈtçLTit  donnés  deux  cercles  O,  O',  un  point  S  pris  sur  la 
circonférence  qui  a  pour  diamètre  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  similitude  des  deux  cercles^  si  autour  de  ce 
point,  comme  sommet,  on  fait  tourner  un  angle  égala 
OSO',  dont  les  côtés  rencontreront  les  deux  cercles  en  deux 
points  c,  c'  :  le  rapport  des  deux  lignes  Se,  Se'  sera  con- 
stant et  égal  au  rapport  des  rayons  des  deux  cercles. 


(  .53) 
Obseivatiofi.  Des  deux  élémenls  qui  ronstiiuent  l'ei- 
pèce  du  triangle  dont  il  est  (jueslion  dans  le  Porisme  précé- 
dent, savoir,  Tangle  au  sommet  et  le  rapport  des  deux  côtés, 
un  seul  est  à  trouver,  puisque  l'angh;  est  donné  de  fait. 
Dans  les  Porismes  suivants,  V espèce  des  triangles  est  com- 
plètement inconnue  et  la  recherche  de  ces  deux  éléments 
fait  l'objet  des  propositions. 

Porisme  CXLIX.  —  Quand  deux  droites  SA,  SA'  sont 
divisées  en  parties  proportionnelles,  il  existe  un  point  O, 
telj  que  les  droites  menées  de  ce 
point  à  deux  points  homologues 
quelconques  des  deux  divisions ,  for^ 
ment  un  triangle  donné  d^ espèce. 

C'est-à-dire  que  les  deux  droites 
font  entre  elles  un  angle  de  gran- 
deur  constante,   et  que  leurs  lon- 
gueurs sont  dans  une  raison  constante. 

Soient  fl,  b  deux  points  de  SA  5  a',  b'  les  deux  points  ho- 
mologues de  SA'.  Concevons  les  deux  circonférences  de  cer- 
cle aSa\  bSb',  qui  se  coupent  en  O.  Ce  point  O  satisfait 
à  la  question. 

En  ellet,  les  angles  aOa'  ci  bOb*  sont  égaux  entre  eux, 
parce  que  l'un  et  l'autre  sont  égaux  à  l'angle  aSa'.  L'angle 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O  sur  SA  et  SA'  est 
aussi  égal  à  l'angle  ASA',  et  est,  par  conséquent,  égal  aux 
angles  aOa',  bOb'»  On  conclut  de  là,  en  vertu  du  Porisme 
XLVIII,  que  si  Ton  fait  tourner  cet  angle  autour  de  son 
sommet  O,  ses  côtés  passeront,  respectivement,  par  chaque 
couple  de  points  homologues  c,  c',  d^  d', .  .  .  des  deux  droi- 
tes SA,  SA'.  C'est-à-dire,  que  tous  les  angles  aOa',  bOb\ 
cOc\, . .  sont  égaux  entre  eux.  Il  reste  à  prouver  que  les 
côtés  de  chacun  de  ces  angles  sont  dans  un  rapport  cons- 
tant. 

Or,  les  angles  aOa'  et  bOb'  étant  égaux,  il  s'ensuit  que 


Oa 

Ob 

"Ob' 

0 
0 

a 
a' 

Oc 

Oc''- 

(  ^54) 

les  angles  aOh  v\  a' Ob'  sont  égaux.  Mais  les  angles  SaO, 
Sa'O  sont  égaux,  parce  que  les  quatre  points  S,  «,  a-,  O 
sont  sur  un  môme  cercle.  Les  deux  triangles  aOh^  a! Ob' 
sont  donc  semblables.  Conséquemment 


Et  de  même 


Le  Porisme  est  donc  démontré. 

PoRiSME  CL.  -r-  Quand  de  cbaqiie  point  d'une  droite 
L  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  deux  autres  droites, 
il  existe  un  certain  point  qui,  a^ec  les  pieds  des  deux  per- 
pendiculaires, forme  un  triangle  donné  d'espèce. 

C'est-à-dire  que  les  droites  qui  joignent  le  point  en  ques- 
tion aux  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  chaque 
point  de  la  droite  L,  sur  les  deux  autres  droites,  forment 
un  angle  de  grandeur  constante  et  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant. 

En  etFet,  les  pieds  des  perpendiculaires  divisent  les  deux 
droites  en  parties  proportionnelles  (Porisme  XLVII).  Donc 
le  Porisme  énoncé  est  une  conséquence  du  précédent. 

Ce  Porisme  s'applique  également  aux  pieds  des  obliques 
abaissées  de  chaque  point  de  la  droite  L  sur  les  deux  autres, 
sous  des  angles  donnés. 

Porisme  CLI.  —  Étant  donnés  deux  cercles  et  deux 
points  A,  A'  sur  leurs  circon- 
férences :  on  peut  trouv^er  un 
point  O,  tel,  que  les  droites  me- 
nées de  ce  point  sous  un  angle 
égal  à  l'angle  AOA'  et  terminées 
aux  points  m,  m'  des  deux  cir- 
conférences, Jbrnient  un  trian- 
gle m  O  n i'  do n  n é  d  ' espèce . 


Soit  S  h'  point  (le  ronronne  des  deux  rayons  CA,  C'A'. 
Qu'on  décrive  deux  cireoiiférences  dont  l'une  passe  parles 
trois  points  A,  A',  S,  et  l'autre  par  les  trois  C,  C,  S  5  elles 
se  coupent  en  un  point  O  qui  est  le  point  cherché. 

En  elFet,  les  angles  AOA'  et  COC  sont  égaux,  parce  que 
chacun  d'eux  est  égala  l'angle  CSC  Donc  si  on  fait  tour- 
ner le  cercle  C  autour  du  point  O  de  manière  que  OA' vienne 
se  placer  sur  OA,  OC  viendra  sur  OC.  Mais  alors  le  rayon 
C'A'  se  trouvera  parallèle  au  rayon  CA,  parce  que  les 
angles  OCS,  OC'S  sont  égaux,  comme  compris  l'un  el  l'au- 
tre dans  le  même  segment  de  cercle.  Il  s'ensuit  que  le  point 
O  sera  le  centre  de  similitude  des  deux  cercles.  Par  con- 
séquent, une  droite  quelconque  menée  par  ce  point  les 
rencontrera  en  deux  points  ni^  m'  dont  les  distances  au 
point  O  seront  entre  elles  dans  le  rapport  de  OA  à  OA',  Et 
si  on  ramène  le  second  cercle  dans  sa  position  primitive  C/, 
par  une  rotation  autour  du  point  O,  ces  deux  droites  Om, 
Om'  feront  un  triangle  mOni!  de  même  espèce  que  le  trian- 
gle AOA'. 

Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

XXVIIP  Genre. 

Il  existe  un  point  tel,  que  les  droites  menées  de  ce  point  interceptent  des 
arcs  égaux. 

PoRîSME  CLII.   —  Etant  donné  un  point  D  dans  le 
plan  d^un  cercle,  il  existe  un 
deuxième  point  E,   tel,   que  si 
par  le  point  D   on  mène  une 
droite  quelconque  qui  rencontre 
le  cercle  en  deux  points  M,  M', 
les  deux  droites  EM,  EM'  in- 
tercepteront dans  le  cercle  deux  arcs  é^aux^\w\^  M' m'. 
Que  sur  le  diamètre   A 13  sur  lc(|uel  est  situé  le  point 
donné  D,   on  prenne  le  point  E  déterminé  par  la  propor- 
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tion 


EA 
EB 


AD 
DB 


ce  point  satisfera  à  la  question. 

Cela  résulte  de  la  récipro([ue  évidente  du  Lemme  XXX 
(proposition  i56),  d'après  lequel  la  corde  M/a/  est  perpen- 
diculaire au  diamètre  AB;  d'où  il  suit  que  les  droites  E/?z, 
Em'  font  des  angles  égaux  avec  le  diamètre 5  qu'elles  sont 
donc  également  éloignées  du  centre,  et,  par  conséquent, 
qu'elles  sous-tendent  des  arcs  égaux  M///,  M' m'.  fJonc,  etc. 
Ce  Porisme  a  été  rétabli  par  Simson  (proposition  53, 
p.  463). 

PoKiSME  CLIII.  —  Etant  données  deux  circonférences 
de  cercle  de  même  rayon  et  un  angle: 
on  peut  trouver  un  point  tel,  que  si 
autour  de  ce  point,  comme  sommet, 
on  fait  tourner  V angle  donnée  ses 
côtés  interceptent  toujours  dans  les 
deux  cercles  deux  arcs  égaux. 

Soient  O,  O'  les  centres  des  deux 
cercles.  Que  sur  00'  on  décrive  un  segment  capable  de  l'an- 
gle donné,  et  soit  S  le  point  milieu  de  ce  segment.  Si  au- 
tour du  point  S  on  fait  tourner  l'angle  OSO'  et  qu'il  prenne 
la  position  aSa',  les  deux  cordes  ab,  a  h'  interceptent  des 
arcs  égaux  dans  les  deux  circonférences,  parce  qu'elles  sont 
évidemment  égales  entre  elles.  Donc,  etc. 

Porisme  CLIV''.  —  Étant  donnés  deux  cercles  égaux  et 
deux  points  A,  A'  sur  leurs  cir- 
conférences, on  peut  trouver  un 
point  S  et  un  angle,  tels,  que 
deux  droites  menées  par  ce  point 
sous  cet  angle  interceptent  sur  les 
deux  circonférences,  à  partir  des 
deux  points  A ,  A',  des  arcs  égaux. 


(  *^^7  ) 

Que  par  le  milieu  de  la  droite  00',  qui  joint  les  rentres 
des  deux  ecreles,  on  mène  la  perpendiculaire  à  celle  droite, 
et  par  le  milieu  de  la  droite  A  A'  la  perpendiculaire  à  celle- 
ci  5  ces  deux  perpendiculaires  se  rencontrent  en  un  point  S 
qui  est  le  point  demandé*,  et  l'anj];le  ASA'  est  l'angle  qui 
satisfait  à  la  question. 

En  effet,  les  deux  triangles  ASO,  A'SO'  sont  égaux  comme 
ayant  les  cotés  égaux  chacun  à  chacun.  Donc  les  angles  ASO 
et  A'SO'  sont  égaux.  Il  s'ensuit  que  les  deux  angles  ASA'  et 
OSO'  sont  égaux.  Or,  si  l'on  mène  deux  droites  SM,  SM' 
faisant  entre  elles  l'angle  MSM'  égal  à  OSO',  elles  détache- 
ront évidemment  deux  arcs  égaux  BM,  B'M'  comptés  à  par- 
tir des  droites  SO,  SO'.  Donc  les  arcs  AM  et  A'iM'  sont  aussi 
égaux.  c.    Q.   F.    D. 

Ohsejvalion.  Si  les  deux  cercles  sont  inégaux,  on  peut 
demander  que  les  deux  arcs  AM,  A' M'  soient  dans  un  rap- 
port constant.  On  a  alors  ce  Porisme  : 

Étant  donnés  deux  cercles  quelconques  et  deux  points 
A,  A!  sur  leurs  circonférences,  on  peut  trouver  un  point, 
un  angle  et  une  raison,  tels,  que  deux  droites  menées  par 
ce  point  et  comprenant  entre  elles  cet  angle,  retrancheront 
à  partir  des  points  A,  A',  respectivement,  des  arcs  dans 
cette  raison . 

XXIX«  Genre. 

Telle  droite  est  parallèle  à  une  certaine  droite,  ou  fait  avec  une  droite  pas- 
sant par  un  point  donné  un  angle  de  grandeur  donnée. 

Porisme  CLV.  —  Quand  deux  points  variables  m,  m' 
di\^isent  deux  droites  en  parties  pro- 
portionnelles,  les  droites  mm'  sont 
parallèles  à  une  droite  donnée  de 
direction  ;  ou  bien,  il  existe  un  point 
O,  tel,  que  chaque  droite  mm.'  fait  un 
angle  donné  ai^ec  la  droite  menée  du 
point  m  à  ce  point  O. 

»7 


(  '258  ) 
Si  d(Hix  points  de  division  correspondants  coïncident  en 
S,  point  de  rencontre  des  deux  droites,  toutes  les  droites 
mm'  sont  parallèles  entre  elles ^  cela  est  évident. 

Dans  le  cas  général  où  cette  coïncidence  n'a  pas  lieu,  on 
a  vu  (Porisme  CXLIX)  qu'il  existe  un  point  O,  tel,  que  le 
triangle  mO///  est  donné  d'espèce;  par  conséquent  l'angle 
m'mO  est  donné. 

Le  Porisme  est  donc  démontré. 

Porisme  CLM.  —  Si  de  chaque  point  INI  d'une  droite 
donnée  de  position  LM,  on  abaisse  sur 
deux  autres  droites  aussi  données  de 
position  des  obliques  Mm,  Mm'  sous 
des  angles  donnés  :  il  existera  un 
point  O,  tel,  que  l'angle  in' mO  formé 
parla  droite  m'm,  av^ec  la  droite  menée 
du  point  m  à  ce  point  O,  sera  donîié. 

Ce  Porisme  est  une  conséquence  du  précédent,  paice  que 
les  deux  points  m,  m'  divisent  les  deux  droites  fixes  en  par- 
ties proportionnelles. 

Si  la  droite  LM  passe  par  le  point  de  concours  des  deux 
droites  sur  les([uelles  on  abaisse  les  obliques,  les  droites 
mm' seront  parallèles  à  une  même  droite.  Cas  prévu  dans 
l'énoncé  du  Genre. 

Porisme  CL  VIL  —  Quand  deux  droites  L,  V  sont  divi- 
sées en  parties  proportionnelles  par  deux 
points  variables  m,  m',  //  existe  un  cer- 
tain point  O,  tel,  que  chaque  droite  mn/ 
fait  un  angle  donné  avec  la  droite  menée 
de  son  milieu  (j.  au  point  O, 
L'  "*  En  elîet,  le  point  O,  tel,  que  les  trian- 

gles mOm'  sont  donnés  d'espèce  (Porisme CXLIX),  satis- 
fait à  la  question.  Car  les  droites  menées  du  sommet  de  ces 
triangles  semblables  au  milieu  de  leurs  bases  feront  des 
angles  égaux  avec  ces  bases. 


(  -^^9  ) 
Ohsctvalion.   Siiusoii  a  proposé  le  Poiisine  suivant  pour 
salisfairo  au  XXIX*^  Genre  :  Si  de  deux  points  donnés  A, 
J)  on  mène  à  chaque  point  C  d'un  cer- 
cle donné  de  position  deux  droites  qui 
rencontreront  le  cercle  en  deux  autres 
points  D,  E,  /rt  droite  DE/era  un  angle 
donné  avec  une  droite  menée  par  un 
point  donné,  ou  sera  parallèle  à  une 
droite  donnée  de  position^  ou  bien  passera  par  un  point 
donné  (i). 

Si  nous  n'admettons  pas  ici  ce  Porisme,  c'est  qu'il  em- 
brasse trois  casdiirérenls  :  Pappus  n'en  a  compris  que  deux 
dans  l'énoncé  du  XXIX^'  Genre.  Les  trois  Porismes  que  nous 
proposons  satisfont  clia(  un  rigoureusement  à  cet  énoncé. 

r  Genre.  (Voir  p.  114.) 

PoniSME  CLMII.  —  Si  autour  de  deux  points  fixes  ]?^ 
Q  on  fait  tourner  deux  droites  PM^  QM  qui  se  coupent 


sous  un  angle  a 


le  grandeur 


donnée,  et  que  PM  rencon- 
tre une  droite  AX  donnée 
de  position  en  un  point  m , 
le  point  A  étant  donné  sur 
cette  droite,  et  une  raison  1 
étant  aussi  donnée  :  on 
pourra  déternùner  une  autre  droite  A'X'  et  un  point  A' 
sur  cette  droite,  tels,  que  la  deuxième  droite  tournante 
(^M  fasse  sur  celte  droite  un  segment  A' m',  qui  soit  tou- 
jours au  segment  A  m  dans  la  raison  X. 


(1)  «  Si  a  duol)US  punclis  clatis  A,  Il  ad  circiiliim  posilioiie  datiinî  CDE  iii- 
fleclantur  utciin<]uc  diiœ  recta^  AC,  liC  circuiurerontiœ  rursiis  in  D,  K  oocii- 
rcntes,  recta  DE  vel  contir.ebil  datuni  an[i[iiliiin  cinn  recta  ad  datum  punc- 
tuni  vergerite;  vel  parallela  crit  recta?  positionc  data*,  vel  verpcl  ad  datnm 
punctum.  »)  (Prop.  67,  p.  /172  ) 
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(  26o  ) 
Qu'on  mène  PC  parallèle  à  AX,  el  QC  conespundaiite 
à  PC,  c'est-à-dire  faisant  l'angle  C  égal  à  l'angle  donné;  la 
droite  cherchée  A'X'  sera  parallèle  à  QC.  Qu'on  mène  Q<'/ 
correspondante  à  PA  :  le  point  cherché  A'  sera  situé  sur  Qrt. 
Supposons  que  deux  droites  P^,  Q^,  faisant  l'angle  PèQ 
égal  à  l'angle  donné,  coupent,  la  première  la  droite  AX  eu 
un  point  B,  et  la  deuxième  la  droite  cherchée  A'X'  en  B'.  On 

doit  avoir  =  ï-^  de  sorte  que  cette  relation  détermine  la 

A   ti 

longueur  du  segment  A'B'.  Il  suffît  donc  d'inscrire  dans  l'an- 
gle des  deux  droites  Q«,  Q^  une  droite  égale  à  cette  lon- 
gueur et  parallèle  à  QC.  Ce  sera  la  droite  cherchée.  C'est- 
à-dire  que  pour  deux  droites  PM,  QM  faisant  entre  elles 
l'angle  donné,  on  aura  toujours 

Aw  _    AB    _  ^ 


A'  m'       A'  B' 


En  effet,  les  quatre  droites  Pa,  PZ>,  PM,  PC  font  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  Q<2,  Q^,  QM,.QC. 
Concevons  qu'une  transversale  de  direction  quelconque 
coupe  les  deux  systèmes  de  quatre  droites  dans  les  points 
Al,  Bi,  m,,  Cl  et  A',,  B',,  m',,  C, .  On  aura,  par  le  Corol- 
laire II  (p.  83),  les  deux  égalités 


A  m 

A, 

/w, 

C.w, 

AB 

A. 

B, 

•  C,  B,  ' 

A' m' 

_  A', 

/;?', 

.  C,  ni', 

A'  B'        A',  B',  '  C,  b; 

Mais,  d'après  le  Corollaire  III  (p.  84),  les   seconds  mem- 
bres de  ces  équations  sont  égaux.  Donc 

A  m  A'  m'  A  m   AB    ^ 

Autrement.  Les  côtés  du  triangle  VKin  sont  également 


(  .6.  ) 
inclinés  sur  ceux  du  triangle  QA'///^  et,  par  suite,  les  deux 
triangles  sont  semblables,  comme  le  sont  aussi  les  triangles 
PAB,  QA'lï.  Don( 

A///  _  PA  _    AB 

Doue,  etc. 

PoRisME  CLIX.  —  Etant  donnés  une  dioile  AX,  un 
point  A  sur  cette  droite,  une  raison  A,  et  un  angle  de  gran- 
deur constante  mOm'  quon  fait 
;  tourner  autour  de  son  sommet  :  on 
peut  mener  une  autre  droite  A'X' 
et  déterminer  sur  cette  droite  un 
point  A! y  tel,  que  les  segments  A  m, 
A' m',  formés  par  les  côtés  de  F  an- 
gle mobile  y  soient  entre  eux  dans  la  raison  X. 

Qu'on  fasse  tourner  l'angle  autour  de  son  sommet,  de 
manière  que  son  premier  côté  Om  devienne  Ox  parallèle 
\\  AX,  et  soit  0.r'  son  deuxième  côté  :  la  droite  clierchée 
A'X'  sera  parallèle  à  cette  droite  Ox'.  Maintenant  qu'on 
fasse  passer  le  premier  côté  de  l'angle  par  le  point  A,  et  soit 
OA'  son  deuxième  côté;  le  point  A'  sera  situé  sur  cette 
droite. 

Enfin,  que  mOm'  soit  une  position  quelcoiique  de  l'an- 
gle, on  inscrira  entre  les  deux  droites  OA'  et  Om'  une  corde 

Mm'  parallèle  à  O  x'  et  telle  que  —, — -,  =z  X.  Cette  corde  Mm! 

sera  la  droite  cherchée  A'X'. 

Cela  est  une  conséquence  du  Porisme  XLVIII,  d'après 
lequel  les  côtés  0/?f,  Om'  de  l'angle  tournant  mOm' 
divisent  les  deux  droites  AX,  A'X'  en  parties  [)roportion- 
iielles. 

Il'"  Genre.  (Voir  p.  1 17.) 
Porisme  CLX.   —   TJ^n  cercle  et  un  point  P  ctani  don- 
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nés    si  par  ce  point  on  mène  une  droite  qui  rencontre  la 
circonférence  en  a  et  b,   et  sur  laquelle  on  prenne  le 
point  m  déterminé  par  la  proportion 

I  am         a  P 

'mh~  ¥b' 

•     ce  point  sera  sur  une  droite  don- 
n  ée  de  p  ositio  n. 

Cela  résulte  immédialemcnt  du 
Lemme  XXVIII  (proposition  i54)  quand  le  point  P  est  au 
dehors  du  cercle;  et  du  Lemme  XXXV  (proposition  161) 
quand  ce  point  est  dans  l'intérieur  du  cercle. 

Dans  le  premier  cas  la  droite  lieu  du  point  m  est  la  corde 
de  contact  des  deux  tangentes  au  cercle,  menées  par  le 
point  P. 

Autrement.  Soit  n  le  milieu  de  la  corde  ab.  On  a,  d'a- 
près le  Lemme  XXXIV, 

Va.Vhz=Vm.Vn, 

Soit  de  plus  mD  perpendiculaire  sur  le  diamètre  ABP. 
T^es  deux  triangles  rectangles  C/iP,  mDP  sont  sembla- 
bles, parce  qu'ils  ont  Tangle  P  commun,  et  donnent  la  pro- 
portion 

?^=^L9,        ou        P«.P/M=:.PC.PD. 

PC        Pw 


Don< 


PC.PD=Pa.P^=:PA.PB 


Ce  qui  démontre  que  le  point  D  est  donné;  et,  par  consé- 
(juent,  que  le  point  m  est  sur  une  droite  donnée  déposition. 

Ohsen^ation.  Celle  droite  lieu  du  point  m  s'appelle,  dans 
la  Géométrie  moderne,  la  polaire  du  point  P;  et  ce  point 
est  dit  le  pôle  de  la  droite. 

PoRisMK  CifjKL    — '   Etant  donne  un   point  V   dans   le 
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plan  d'un  cercle,  si  l'on  demande  un  point  M  dont  la 
distance  à   ce  point  soit   égale  à  la  tangente  menée  du 
point  M  au  cercle:  ce  point  M  est  sur  une  droite  donnée 

de  position . 

Que   sur   le  diamètre   AB   qui 

passe  par  le  point  donné  P,  on 

prenne  le  point  Q  déterminé  par 

la  relation 

QA.QB  =  QP', 

et  que  par  ce  point  on  mène  la  perpendiculaire  au  diamètre: 
(elle  droite  est  le  lieu  du  point  M, 

Cela  résulte  du  Lemme  XXXIII  (proposition  iSp),  d'a- 
près lequel  la  droite  MP  menée  d'un  point  quelconque  de 
la  perpendiculaire  QM  rencontre  la  circonférence  en  deux 
points  C,  D,  tels,  que  l'on  a  ' 

MC.MD=:MP\ 

En  effet,  le  carré  de  la  tangente  au  cercle  menée  par  le  point 
M  est  égal  à  MC.MD.  Donc  cette  tangente  est  égale  à  MP. 
Donc,  etc. 

PoRiSME  CLXII.  —  Quand  un  cercle  est  inscrit  flans 
un  triangle  USS',  si  l'on  mène  une 
tangente  aa  {jui  coupe  les  côtés  US, 
US'  en  a,  a'  :  la  point  de  rencontre  m 
des  droites  Sa',  S'a  e5^  sur  une  droite 
donnée  de  position. 

Celte  droite  est  la  corde  qui  joint  les 

points  de  contact  w,  ro'  des  deux  côtés 

US,  US'  du  triangle. 

En  effet,  soit  O  le  centre  du  cercle.  L'angle  aOa  (dont 

les  côtés  sont  perpendiculaires  aux  cordes  &)«,  o/a),  a  pour 

mesure  la  moitié  de  l'arc  waw'.  Les  angles  o)OU  et  w'OU 

ont  la  même  mesure,  et,  par  conséquent,  sont  égaux  à  l'an- 
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glo  aOa' .  L'angle  SOS',  qui  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
wjo)',  est  supplémentaire  de  l'angle  aOa'.  Il  résulte  de  là, 
d'après  le  Corollaire  III  (p.  84),  que  l'on  a,  entre  les  deux 
systèmes  de  quatre  points  S,  w,  «,  U  et  S',  U,  a\  o)'  qui  se 
eorrespohdent  deux  à  deux,  la  relation 

Sa  ^Va  _  S'a'  ^  <^' a' 

Suivant  le  Corollaire  II  du  PorismeXXIV,  cette  relation 
démontre  que  les  points  dans  lesquels  les  trois  droites 
Sa',  SU,  Sw'  rencontrent  les  droites  S'a,  S'w,  S'U,  respec- 
tivement, savoir:  les  points  m,  w,  o)',  sont  en  ligne  droite. 

c.    Q.    F.    D. 

Corollaire.  Considérant  le  quadrilatère  Saa'S'^  on  con- 
clut du  Porisme  ce  tliéorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle, 
les  cordes  gui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés  passent  par  le  point  de  rencoîitre  des  deux  dia- 
gonales. 

PomsME  CLXIII.  —  Deux  cercles  étant  donnés,  si  les 

tangentes  menées  d'un  point 
à  ces  cercles  sont  égales  :  ce 
point  est  sur  une  droite  don- 
née de  position. 

Soient  ni  un  point  satisfai- 
sant à  la  question,  et  mO  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  C, 
C  des  deux  cercles.  On  a,  en  appelant  R  le  rayon  du  cer- 
cle C, 

im'=mE.mF=  (//iC-h-R)  (mC  — R)  =^'_R8 

=  ;;7Ô' -hÔc' —  R'^  =  ;;iÔ  V  (OC  -  R  )  (OC -+- R  ) 

^^^^TÔ'-hOA.OR. 


Pareillement 
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mt'  =mO  -hOA^OB^ 


Or  mt  =  jnf\  par  hypothèse.  Donc 

OA.OB^OA^OB'. 

Équation  qui  détermine  la  position  du  point  O,  et  par  consé- 
quent, la  position  delà  droite  OD  perpendiculaireàCC,sur 
laquelle  se  trouve  chaque  point  m  satisfaisant  à  la  question. 
Donc,  etc. 

PoRiSME  CLXIV.  —  Un  cercle  est  inscrit  dans  un  trian^ 
glcj  chaque  tangente  rencontre  les  trois  côtés  du  triangle 
en  trois  points  a,  b,  c;  si  Von  prend 
sur  cette  droite  un  point  m  déter- 
miné par  la  relation 

ma  .cb  =  X .  mb .  ca^ 

dans  laquelle  X  est  une  raison  don- 
née :  ce  point  sera  sur  une  droite 
donnée  de  position. 
Cela  est  une  conséquence  du  Porisme  CXXXI. 
PotiismeCLXV.  —  Un  angle  aOh  de  g? andeur  donnée 
^  tourne  autour  de  son  sommet  O  et 

intercepte  une  corde  ab  entre  deux 
droites  fixes  SA,  SB  qui  font  entre 
elles  un  angle  supplémentaire  de 
Vangle  mobile  :  le  milieu  de  cette 
corde  est  sur  une  droite  donnée  de 
position. 

Plus  généralement,  si  sur  chaque  corde  ab,  on  prend  un 

point  m  qui  la  div^ise  dans  un  rapport  donné  j—  =  l  :  le 

lieu  de  ce  point  est  une  droite. 

En   effets    il    a  été  démontré    (voir   Porisme  XLVIIl) 
f(UO  les  deux  j)nints  «,    h   marquent  sur  les  deux  droites 
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SA,  SH  deux  divisions   semblables-,  donc,    d'après  le  Po- 
risme   CVII,   le  lieu    du  point  m,  qui  divise  la  corde  nh 
dans  un  rapport  donné,  est  une  droite  donnée  de  position. 
Donc,  etc. 

Si  le  point  O  était  au  dehors  de  l'angle  ASB  ou  de  son 
opposé  au  sommet,  cet  angle  devrait  être  égal  à  Tangle  mo- 
bile, au  lieu  d'être  supplémentaire. 

IIP  Genre.  (Voir  p.  i33.) 

PoRiSME  CLX\  I.  —  Deux  ])oints  D,  E  étant  pris  sur 
le  diamètre  K\S  d'un  cercle  de  manière  gnon  ait 

EA  _  AD 
ËB  ~~  DB  ' 

les  droites  menées  de  ces  points  à  un  point  de  la  circonfé- 
rence, sont  dans  une  raison  donnée. 

Celte  raison  est  --    *   ^^  sorte  qu'il 

faut  démontrer  que 

MD  _  AD 
MË  ~  ÂÊ' 

Cela  est  une  conséquence  du  Lemme  XXX  (  proposition  1 56) . 
En  effet,  d'après  ce  Lemme,  les  droites  MD,  ME  rencon- 
trent la  circonférence  en  deux  points  /;/',  m'\situés  sur  une 
corde  perpendiculaire  au  diamètre  AB.  Par  conséquent,  les 
arcs  A  m',  A  m"  sont  égaux,  et  la  droite  MA  est  la  bissectrice 
de  Pangle  DME.  Il  s'ensuit  qu'on  a,  dans  le  triangle  DME, 

MD  _  AD 
MË  ~~  ÂË* 

C.     Q.     F.     D. 

Observation.  Nous  avons  supposé  dans  ce  Porisme  que 
les  deux  points  D,  E  étaient  donnés,  et  Ion  n'a  en  à  déter- 
miner que  la  raison  conslanio  des  deux   lignes  MD,  ME. 
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Maison  peut  ne  donner  qu'un  de  ces  points,  puisqu'il  existe 
une  relation  entre  les  deux,  et  demander  de  déterminer  l'au- 
tre, ainsi  que  la  raison.  On  forme  alors  le  Porisme  que  nous 
avons  pris  pour  exemple  dans  le  paragraphe  III  de  V Intro- 
duction (p.  39).  La  solution  reste  la  même  évidemment. 

On  peut,  à  l'inverse,  prendre  pour  donnée  la  raison  A,  et 
demander  de  trouver  les  deux  points  D,  E.  Il  en  résulte  le 
Porisme  suivant  qui,  sans  oiïrir  de  difficulté,  ne  se  démon- 
tre cependant  pas  aussi  simplement  que  le  précédent.  Tou- 
tefois, les  Lemmes  de  Pappus  sufiisent  à  la  démonstra- 
tion. 

PomsME  CLXYII.  —  Etant  donnés  un  cercle  et  une 
raison  \  :  on  peut  troui^er  sur  le  dfarnclre  AB  deux  points 
E,  D,  tels,  que  les  distances  de  chaque  point  M  de  la  cir- 
conférence à  ces  deux  points  seront  entre  elles  dans  la  rai- 
son A  5  ccst-à-dire  que  l'on  aura 

ME        ^ 
MD-^- 

Qu'on  prenne  CE  =  X.CA,  et  CI)=:-CA;   les  deux 

points  E,  D  ainsi  déterminés  satisferont  à  la  question. 
En  effet,  il  résulte  de  là  que 

Cl'=CD.CE; 

et  conséquemment,  d'après  le  Lemme  XXXIV, 

EA        EB 
AD~BD* 

D'où  l'on  conclut,  en  vertu  du  Lemme  XXX,  que  la  corde 
m' m"  Q^l  perpendiculaire  au  diamètre  AB. 

Par  suite,  les  angles  EMA,  DMA  sont  égaux,  et  l'on  a 
la  proportion 

ME  _  AE 

MD~An 
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11  reste  donc  à  montrer  que 

AE  _  . 
ÂD"~     • 

2  .CE        CA 

Or  l'équation  CA   =  CD. CE  s'écrit  :  -^-  =^7777* 

CA        CD 

Donc 

CE  —  CA  _  CA  — CD  A^  _  ^ 

CA        ~"        CD       '      ^^"     CÂ  ~  CD' 
ou 

AE        CA 

ad~cd' 

Mais   TTp:  =  ^,  par  construction.  Donc 
eu 

AE        ^ 

C.     Q.     F.     D. 

On  peut  encore  conclure  cette  égalité  du  Lemme  XXVII. 
Car  par  la  réciproque  évidente  de  ce  Lemme,  Téquation 

CA  =  CD. CE  entraîne  celle-ci  : 
CE        ÂÊ' 

CF  CF 

Mais  la  même  équation  s'écrit  aussi  — - 


Donc 


CA 


ce'  _  Ae'  CE  _  AE 


CD 


•         EC       .     j 
Or,  par  construclion,  —  =  A^  donc 


CA 
AE 


AO        '■ 
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Obsetvations.  La  propriété  du  ceicli;  à  lafjuello  se  rap- 
portent les  deux  Porismes  précédents,  se  peut  traduire  aussi 
sous  la  forme  d'une  proposition  de  lieiii  ce  qui  serait  encore 
un  Porisnie.  On  prendrait  pour  hypothèse,  ou  pour  don- 
nées de  fait,  les  deux  points  E,  D  et  la  raison  ^  et  le  Porisme 
exprimerait  que  le  point  M,  dont  les  dislances  à  ces  points 
sont  entre  elles  dans  la  raison  donnée,  se  trouve  sur  un  cer- 
cle donné  de  position. 

Cette  proposition  de  lieu  faisait  partie  des  Lieux  plans 
d'Apollonius.  Pappus  la  rapporte  sous  l'énoncé  général 
suivant,  qui  implique  le  cas  où  la  raison  est  égale  à  l'u- 
nité : 

Si  de  deux  points  donnés  oîi  mené  des  droites  qui  se 
rencontrent  en  un  point,  et  que  ces  droites  soient  entre 
elles  dans  une  raison  donnée  :  ce  point  est  sur  une  droite 
ou  suruîie  circonférence  donnée  de  position, 

Eutocius,  dans  son  Commentaire  sur  les  Coniques  d'A- 
pollonius, lorsqu'il  expose  la  définition  des  Lieux  plans, 
solides,  et  à  la  surface^  qu'on  trouve  aussi  dans  Pappus, 
démontre  cette  même  proposition,  comme  exemple  des 
Lieux  plans.  Il  Ténonce  ainsi  : 

Etant  donnés  deux  points  sur  un  plan  et  la  raison  de 
deux  droites  inégales  :  on  peut  décrite  sur  le  plan  un  cer- 
cle, tel,  que  les  droites  menées  des  deux  points  donnés  à 
chaque  point  de  la  circonférence  soient  entre  elles  dans  la 
raison  donnée. 

Eutocius  détermine  le  centre  et  le  rayon  du  cercle;  puis 
il  prouve,  d'abord  que  chaque  point  de  la  circonférence  sa- 
tisfait à  l'énoncé  de  la  proposition,  et  ensuite  que,  pour 
les  points  qui  ne  sont  pas  sur  la  circonférence,  la  relation 
n'a  pas  lieu. 

On  remarquera  que  l'énoncé  d'Eutocius  et  celui  de  Pap- 
pus, sans  être  précisément  dans  les  mêmes  termes,  sont 
néanmoins  les  mêmes  au  fond.  Dans  l'un  et  dans  l'autre  la 
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nature  du  lieu  est  connue  ou  domiée,  et  la  chose  à  trouver 
est  seulement  la  position  de  ce  lieu  (ici  la  position  implicjue 
nécessairement  la  grandeur). 

Cette  concordance  montre  que  telle  était  bien  la  forme 
des  propositions  appelées  Lieux  chez  les  x^nciens,  comme 
tous  les  géojnètres  modernes  Font  admis  et  comme  nous 
Favons  supposé  dans  notre  Introduction,  en  définissant  le 
théorème  local,  le  lien  et  le  problème  local  (p.  33). 

Du  reste,  l'ouvrage  des  Connues  géoméliiques,  de  Has- 
san ben  Haithem,  qui  nous  a  déjà  olïbrt  un  document  pré- 
cieux par  les  Porismes  qui  s'y  trouvent  (i),  renferme  aussi 
un  témoignage  péremptoire  au  sujet  àes  Lieux.  Car  toutes  les 
propositionsde  Lieux  v  sont  énoncées  dans  la  formeindiquée 
par  Pappus  et  Eutocius.  Il  nous  suffira  de  rapporter  la  pro- 
position même  dont  il  vient  d'être  question  :  elle  est  conçue 
en  ces  termes,  d'après  la  traduction  de  M.  L.-Am.  Sedillot  : 

Lorsque  de  deux  points  connus  de  posiiion  on  mène 
deux  lignes  droites  qui  se  rencontrent  en  un  point j  et  que 
le  rapport  de  ces  deux  lignes,  savoir^  celui  de  la  plus 
grande  à  la  plus  petite ,  est  connu  :  le  point  de  rencontre 
est  sur  une  circonférence  de  cercle^  connue  de  position 
(Livre  I,  proposition  IX)  (2). 

Cet  énoncé  est  presque  identique  à  celui  de  Pappus  :  et 
ne  le  fût-il  pas  dans  les  mots  de  l'original,  il  décrit  incon- 

(1)  Voir  ci-dessus,  p.  [\!\  et  5i. 

^^2)  J'ai  signalé  dans  V  Aperçu  historique  (p.  627)  le  rapprochement  qui  se 
présente  ici  utilement,  entre  les  ouvrages  d'Apollonius,  d'Eutocius  et  d'Has- 
san ben  Haithem. 

On  est  autorisé  à  croire  que  la  démonstration  d'Iiutocius  est  précisément 
celle  d'Apollonius,  puisque  c'est  de  son  Ouvrage  qu'il  extrait  l'exemple  des 
lieux  plans  qu'il  veut  donner.  Elle  a,  du  reste,  le  caractère  des  démonstra- 
tions du  grand  géomètre.  Mais  une  autre  considération  ajoute  à  la  probabilité 
de  notre  conjecture.  C'est  que  la  démonstration  d'Eutocius  contient  impli- 
citement le  Lcmine  que  Pappus  donne  (proposition  iiij  de  Commandin; 
p.  3/|6.  Edition  de  i()6o)  comme  se  rapportant  au  premier  lieu  du  second  livre 
d'Apollonius,  c'est-à-dire  à  la  proposition  en  question. 


Icstableiuenl  la  iialure  du  /ieii,  ce  qui  seul  couslitue  le  ca- 
ractère (jue  nous  avons  fait  ressortir. 

Simson,  en  rétablissant  les  lieux  plans  d'Apollonius,  a 
conservé  rigoureusement  la  forme  des  énoncés  transmise 
par  Pappus.  Mais  il  semble,  dans  un  passage  de  son  Traité 
des  Porismes,  n'avoir  pas  distingué,  comme  il  le  fallait, 
la  ditFérencc  qui  existe  entre  le  lien  et  le  problème  local. 

Il  ne  parle  pas  formellement  du  problème  local ^  cepen- 
dant on  peut  croire  qu'il  le  comprend  implicitement  dans 
la  définition  du  liea^  quand  il  dit  : 

«  Le  lien  est  une  proposition  dans  laquelle  oti  demande 
»  de  démontrer  qu'une  certaine  ligne  ou  surface  est  donnée, 
»  ou  de  trouver  une  ligne  ou  surface  dont  tous  les  points 
))  aient  une  propriété  commune  décrite  dans  l'énoncé  de  la 
»  proposition  5  ou  bien  de  démontrer  qu'une  certaine  sur- 
')  face  est  donnée,  ou  de  trouver  une  surface,  snr  laquelle 
0  des  lignes  tracées  suivant  une  loi  donnée,  aient  une 
»  propriété  commune  décrite  dans  l'énoncé  de  la  proposi- 
n   tion.   » 

C'est  ce  que  fauteur  exprime  plus  brièvement  ainsi  : 
((  Locus  est  Propositio  in  qua  propositum  est  datam  esse 
))  demonstrare,  vel  invenire  lineam  aul  superficiem  cujus 
)>  quodlibet  punclum,  vel  superficiem  in  qua  qucelibet  linea 
»  data  lege  descripta,  communem  quandam  habet  proprie- 
))  tatem  in  Propositione  descriptam.  »  [De  Porismati- 
buSy  etr.j,  p.  324.) 

Ainsi  Simson  dit  qu'un  lien  est  une  proposition  dans  la- 
quelle on  demande  de  démontrer  que  les  points  d'une  ligne 
dont  la  mature  est  doinice,  jouissent  de  telle  propriété  com- 
mune 5 

Ou  bien,  une  proposition  par  laquelle  on  demande  de 
tromper  la  ligne  dont  tous  les  points  jouissent  de  telle  pro- 
priété commune. 

Celte  seconde  partie  de  la  définition  constitue  un  pro- 


(  '^1-^  ) 

hlèine  local.  Et  rien,  de  Ja  pai  t  de  Pappus,  ni  d'Eulocius, 
ni  d'Hassan  ben  Hailhcm,  n'autorise  à  cou(ondie\e  problème 
avec  le  lieu;  puisque  dans  les  propositions  de  lieux  rappor- 
tées par  ces  trois  géomètres,  la  nature  du  //c// est  toujours 
iloruiée  et  jamais  à  trouver.  11  est  à  remarquer  que  le  té- 
moignage seul  d'Eutocius  suffirait,  puisqu'il  se  propose  for- 
mellement de  donner  un  exemple  de  ces  propositions  appe- 
lées lieux. 

Du  reste,  ce  que  nous  croyons  être  une  inadvertance  de 
Simson  est  tout  à  fait  sans  conséquence  ultérieure  dans  le 
développement  de  ses  idées  sur  la  question  des  Porismes-,  et 
quand  il  cite,  aussitôt  après,  deux  propositions  de  licuXj,  il 
prend  deux  propositions  conformes  aux  énoncés  d'Apollo- 
nius, c'est-à-dire  dans  lesquelles  la  nature  du  lieu  fait  par- 
tie de  l'hypothèse. 

PoRiSME  CLXVIII. —  Quand  deux  droites  DD',  EE'  per^ 
pendiculaires  au  diamètre  AB    d'un   cercle,   coupent    ce 

didinètre  et  soii  prolongement  en 
deux  points  D,  E  de  manière 
quon  ait 

EA  _.Ap 
ÊB  ~  DB  ' 

et  qu'une  tangente  au  cercle  ren- 
contre ces  droites  en  deux  poitits 

d,  e:  les  distances  de  ces  points  au  centre  du  cercle  sont 

entre  elles  dans  une  raison  donnée. 

AD 
Cette  raison  est  égale  à  — •  De  sorte  qu'il  faut  démon- 
trer (jue 


c7j 


AD 
ÂÊ' 


Quon  mène  la  tangente  <?/// 5  la  coide  mm'  passera  par 
le  point  D.  Car  si  Ton  connaîi  la  droite  cD  et  qu'on  dé- 


(  ^7^  ) 
signe  par  g,    h  et  I),,  les  points  où  elle  rcneonlie  la  (ir- 
conférence  et   la  corde   tnni\  on  aura,  d'après  le  I.emme 
XXVIII, 

eh  D,h' 

D'un  autre  côté,  d'après  le  Lemme  XXXV, 

r/i        Dh 

Donc  le  point  Dj  coïncide  avec  D.  Donc  la  corde  mm'  passe 
par  le  point  D.  Pareillement,  si  l'on  mène  la  tangente  dm"^ 
la  corde  mm"  passera  par  le  point  R.  Enfin  la  corde  m!ni" 
est  perpendiculaire  au  diamètre  AB  (Lemme  XXX).  Par 
conséquent,  les  angles  Amm\  A mm^^  sont  égaux  ;  et  comme 
les  droites  Cd,  Ce,  C^  sont  perpendiculaires  aux  cordes 
mm'\  mm\  m  A,  les  angles  dCa^  eCa  sont  égaux.  On  a 
ainsi,  dans  le  triagle  r/Ce, 

Cd  __  ad 

Ce  ae 
Mais 

ad  _  AD 

ae  AE 
Donc 

Cd  _  AD 

cTc  ~~  ÂË* 

G.    Q.    F.     D. 

Purisme  CLXIX.  — Etant  données  deux  demi-circon- 
férences dont  Vunc  est  intérieure  à  Vautre  et  dont  les  hases 
^ji  AB,    A'B'  sont  sur  la  même 

droite  :  on  peut  déterminer  un 
point  O,  tel,  que  si  une  per- 
pendiculaire il  AB,  rencontre 
les  deux  demi-circonférences 
i8 


(  ^74  ) 
en  m.  et  m!  '.  les  distances  de  ces  points  nu  point  O  seront 
entre  elles  dans  une  raison  constante. 

Soient  O,  O'  les  deux  poiiils  qui  divisent  liarmonique- 
ment  chacun  des  deux  diamètres  AB,  A'B'.  L'un  ou  l'autre 
de  ces  points  satisfait  à  la  question.  Et  en  appelant  D  le 
milieu  de  GO'  et  C,  C  les  centres  des  deux  demi-cercles, 
on  a 

0/;/   _       /ÔC  0^«  _      fÔ^C 

En  efl'et,  O  et  O'  divisent  liannoniquement  le  diamètre 
AB  :  c'est-à-dire  (jue 

OA  _  O^ 
ÔB  ~  O'B' 
et,  par  suite, 

CO . CO'  =r  Ck\     (Lemme  XXXIV.) 

Il  résulte  de  cette  équation,  d'après  le  PorismeCXLIJI, 
que 

Ô^'=:20C.D/A 


.    Pareillement 
Donc 


i.OC.Dp 


Om  '  _  OC  O^  __       /oc 

^-OC'       '''      0,;/-V5C'' 

La  démonstration  est  la  même  pour  le  point  G'. 
Do^ic,  etc. 

V  Genre.  (Voir  p.  \m.) 

PouisiviE  CLXX.  —  Si  autour  (Tun  point  V  on  fait 
tourner  une  droite  qui  rencontre  un  cercle  en  deux  points 
M,  m  :   les   tan  {pentes  en  ces  points  et  les  parallèles  h 


(   2yj  ) 
CCS  tangentes  y  menées  par  la  point  V^  forment  un  parallè- 

logrnnnne  PAN  a  dont  In  dia- 
gonale A  a  est  sur  une  droite 
donnée  de  position. 

En  cflet,  cju'on  prolonge  les 
côtés  PA ,  Pa  de  quanlilés  AxV, 
aa'  égales  à  ces  mêmes  côtés, 
respectivement:  la  droite  A' a 
sera  parallèle  à  Aa  et  passera  par  le  sommet  N  du  paral- 
lélogramme. Soit  ^  le  point  où  elle  rencontre  la  corde 
VmM,  Les  trois  droites  INM,  Np.,  Nm  coupées  par  les  deux 
PM,  PA'  donnent,  en  vertu  <lu  Lemme  XI, 


Or  A'A 


PM 

A' A 
PA 

PA.  Donc 

• 

P/w 
PM 


M 


Ce  qui  prouve  (Porismes  CLX  et  ci-après  CLXXVII)  que 
la  droite  |uiN  est  celle  que  l'on  appelle  la  polaire  du  point 
P,  et,  par  conséquent,  est  donnée  de  position.  La  droite  Aa 
qui  lui  est  parallèle  et  à  une  distance  sous- double  du  point 
P,  est  donc  aussi  donnée  de  position.  c.  q.   f.   d. 

PoRiSME  CLXXI.    —  Si  entre  deux   tangentes  à   un 

cercle  Sw,  Sw',  on 
inscrit  une  autre 
tangente  quelconque 
mm',  et  que  d'un 
point  P  de  la  circon- 
férence on  mène  les 


droites    P  m ,    P 


m 


donnée  de  grandeur 


une   ligne    a 


étant 


il  existera  une   droite,  donnée  de 

i8. 


(  ^76  ) 

position  y   telle  y   (juc  le  segment  ^^!  J'orniê  sur  cette  droite 
par  Pm,  Pni',  sera  égal  à  la  ligne  a. 

Que  l'on  inscrive  dans  l'angle  wPS  une  droite  oœ  égale  à 
la  ligne  donnée  a,  et  parallèle  à  la  tangente  menée  au  point 
donné  P,  celte  droite  satisfera  à  la  question. 

Il  faut  démontrer  que  fjLiui' =  o (7  =  a. 

En  eiîet,  on  a.  entre  les  deux  systèmes  de  points  A,  w,  m, 
S  et  A',  S,  m',  w',  d'après  le  s(  olie  du  Porisme  CXXX,  la 
relation 

wm  ^  wA         S/;/    ^    SA' 
Wni  '  SK  ~  ~Jm'  '  ^TÂ'* 

Or,  les  quatre  droites  PA,  Pw,  P/?^,  PS  coupées  par  SA  et 
o(7,  donnent,  en  vertu  du  Coroll.  II  du  Lemme  XI  (p.  83), 


(tim      w  A 

Sm  '  SA 

0-tx 

Pareillement, 

S  m'    ^   SA' 
^)'///   •  w'A' 

Donc 

•   (TU.' 
=  -/—,,       OU 

op.         o-p.' 
fXff          p'o' 

Et,  par  suite, 

Opi  -f-  fACT 

<Tp'  -h  p'o' 

0(T 

ou      = 

(TO' 

Cela  posé,  je  dis  que  og=go'.  On  sait  effectivement 
que  le  triangle  ASA'  coupé  par  la  droite  Rwo)',  donne 


RA     w'A'     wS 
RÂ'*"i7s*  ^ 


ou,  parce  que  Sw  =  o/S,  w  A  =  AP  et  oVA'  =  A'P, 


RA    _  PA 
RÂ'  ~  PÂ'" 


(  ^77  ) 
El  si  l'on  considère  les  trois  droites  SA^,  SP,  SA'  coupées 
par  les  deux  A  A',  ww',  cette  équation,  en  vertu  du  Lemine 
XIX,  conduit  à  celle-ci  : 


77  &> 


OU 


KM         Rw 

RV 


TTW 


=  1. 


'Maintenant  en  appliquant  aux  quatre  droites  PA,  Po),  Pt:, 
Po/  coupées  par  les  deux  wo)'  et  oo',  le  Coiollaire  II  du 
Lenime  XI,  déjà  cité,  on  a, 


TTC)  R  W 


(70 
7^' 


Donc  GO  =  ad .  Par  conséquent,  Téquation  ri-dessus 


O/Jt  (T|x 


se  réduit  à  o^t/ 
Il  s'ensuit  ; 


'K 


O IJ. -h  IJL(7  =  aiJ.  -h  p.(J, 


ou 


oa  = 


F-F- 


Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 
PoiiiSME  CLXXII.  —  Si  par  un  poinl  P  donné  on  mène 
deux  sécantes  quelconques  aa',  l)b', 
qui  forment  les  diagonales  d\in 
quadrilatère  nhd'W  inscrit  à  un  cer- 
cle donné  :  la  droite  ef,  qui  joint  les 
deux  poifits  de  concours  des  côtés 
opposés,  est  donnée  de  position. 
En  elîet,  la  diagonale  aa'  ren- 
contriî  la  droite  <^  en  un  pointa  pour  lequel  on  a,  d'après 
le  Lemme  V, 

P  a  a  a 

¥7^'  ~  ^'* 


(  -^78  ) 
On  a  de  niomc,  sur  la  diagonale  hb' ^ 
Vb  _  b^ 

FP  ~Ib'' 

La  droite  ef  est  déterminée  par  les  deux  points  a,  S. 
Mais,  d'après  le  Lemme  XXYIII,  quand  le  point  P  est  au 
dehors  du  cercle,  et,  d'après  le  Lemme  XXXV,  quand  ce 
point  est  dans  l'intérieur  du  cercle,  ces  points  a,  ê  sont 
toujours  sur  une  même  droite,  quelles  que  soient  les  deux 
sécantes  Pa«',  Vbh' .  Cette  droite  est  la  polaire  du  point  P 
(Porisme  CLX). 

Le  Porisme  est  donc  démontré. 

VP  Genre.  (Voir  p.  139.) 

Porisme  CLXXIIL  —  Si  autour  cVun  point  fixe  P,  pris 
sur  le  diamètre  AB  erun  cercle,  on 
fait  tourner  une  droite  qui  rencon- 
tre la  circonférence  en  C  et  D,  et  que 
Von  mène  DE  perpendiculaire  au 
diamètre  AB  :  /a  corde  EC  passera 
par  un  point  donné. 

Ce  Porisme  est  une  conséquence  immédiate  du  Lemme 
XXX  (proposition  i56). 

Porisme  CLXXIV  .  —  Étant  do?iné  un  demi-cercle  ADB, 
si  Ton  mène  une  droite  MM'  gui  forme 
sur  les  tangentes  aux  extrémités  de  ce 
diamètre  deux  segments  dont  le  rec- 
tangle A  M .  BM'  soit  égal  à  un  espace 
donné  v  :  la  perpendiculaire  à  cette 
droite,  menée  par  le  point  m  oii  clic 
rencontre  le  demi-cercle,  passera  j)ar 
un  point  donjié. 
Qu'on  prenne  le  point  P  déterminé  par  l'égalité 
PA  .  Plî  =  V  ; 
e  sera  le  point  cherché. 


(  ^7.9  ) 
Cela  résulte  (lu  Lemme  XXXI  ([)ro|K)silion  1^7),  d  après 
lequel   la  peipeudiculahe  à  MM'  menée  par  le  point  ni, 
rencontre  le  diamètre  AB  en  un  point  P,  tel,  que  l'on  a 

PA.PB  =  AM.BM'=  V. 

PoRiSME  CLXXV.  — -  Si  autour  d'un  point  I)  />m 
(Ions  le  plan  d'un  cercle  on  fait  tourner  un  coté  d'un 
angle  droit  dont  le  sommet  M  glisse  sur  la  circonférence 
du  cercle,  et  que  par  le  point  E  oii  l'autre 
coté  rencontre  la  circonfcrctice,  on  mène 
une  parallèle  au  premier  côté:  cette  droite 
passera  par  un  point  donné. 

Qu'on  prenne  sur  AB  le  point  F,  w\-> 
que  OF  =  OD,  O  étant  le  centre  du  cer- 
cle. Ce  sera  le  point  qui  satisfait  à  la  ([uestion. 

La  démonstration  résulte  du  Lemme  XXXVI  (proposi- 
tion 162). 

En  eflet,  qu'on  prolonge  la  droite  MD  et  sa  parallèle  jus- 
<[u'î\  leur  rencontre  avec  la  circonférence,  en  M' et  E',  on 
forme  un  rectangle  inscrit  MEE'M'.  D'après  le  l.emme,  les 
deux  côtés  parallèles  MM',  EE'  sont  à  égale  distance  du  cen- 
tre; donc  tout  diamètre  les  rencontre  en  deux  points  situés 
à  égale  distance  du  centre.  Donc  la  droite  EE'  passe  par  le 
point  F  situé  sur  le  diamètre  AB  à  la  distance  OF  égale  à 
OD.  Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME  CLXXVL  —  Un  angle  de  grandeur  donnée 
sèment  de  manière  qu'un  de  ses  côtés  passe  par  un  point 
donné,  et  que  son  sommet  glisse  sur  une  circottférence  de 
cercle^  son  deuxième  côté  rencontre  la  circonférence  en 
un  deuxième  point  par  lequel  on  mène  une  droite  fai- 
sant awec  ce  côté  un  angle  égal  à  l' angle  mobile ^  mais 
dans  un.  sens  contraire  :  cette  droite  passe  par  un  point 
donné. 

I  a  démunstraliiui  dr  (cttc  pK^position  se  déduit  du  Po- 


(  ^8o  ) 
rismc;  précédent  qui  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  <  clui  où 
l'angle  mobile  est  droit. 

Reprenons,  en  effet,  la  ligure  précédente  el  concevons 
qu'on  ait  abaissé  du  point  D  sur  ME  une  oblique  DN  faisant 
l'angle  IN  de  la  grandeur  donnée  5  le  point  jN  sera  sur  un  cer- 
cle. Car  le  triangle  rectangle  MDN  est  donné  d'espèce:  par 
conséquent,  son  hypoténuse  DN  est  proportionnelle  au 
coté  DM.  Si  l'on  portait  sur  DM  une  ligne  égale  à  DN,  son 
extrémité  serait  sur  un  cercle  ayant  le  point  D  pour  centre 
de  similitude  avec  le  cercle  AMB.  Et  si  Ton  suppose  que  ce 
cercle  tourne  autour  du  point  D  d'un  angle  égal  à  MDN, 
il  deviendra  le  lieu  du  point  N.  Ce  point 
est  donc  sur  un  cercle  2.  Le  point  A'  où 
la  droite  DA',  faisant  avec  DA  l'angle 
ADA'  égal  à  MDN,  rencontre  la  tan- 
gente en  A,  appartiendra  au  cercle  S, 
dont  le  centre  sera  en  (y  au  point  d'in- 
tersection de  la  dioite  DA'  et  de  la  perpendiculaire  à  DF 
élevée  par  le  centre  O  du  premier  cercle. 

Maintenant  si  l'on  suppose  que  du  point  F  on  abaisse  sur 
la  droite  ME  une  oblique  FI  faisant  l'angle  en  I  égal  à  l'an- 
gle en  N,  mais  en  sens  contraire,  de  manière  que  le  pre- 
mier étant  à  droite  de  la  perpendiculaire  DM,  le  second  soit 
à  gauche  de  la  perpendiculaire  FE  :  le  point  I  sera  sur  un 
cercle  qui  sera  évidemment  le  même  que  le  cercle  S.  Car  son 
centre  sera  sur  la  droite  FI3'  faisant  avec  FB  l'angle  BFB' 
égal  à  EF I,  et,  par  conséquent,  coïncidera  avec  le  centre  O' 
de  S;  en  outre,  son  rayon  (yBf  sera  égal  à  O'A'. 

On  conclut  de  là  fjue  :  Si  par  un  point  D  donné  dans  le 
plan  d'un  cercle  S  on  mène  une  droite  DN  à  un  point  de  la 
circonférence,  et  par  ce  point  une  droite  NI  faisant  avec  D^ 
un  angle  donné,  puis  par  le  point  I  une  autre  droite  faisant 
avec  NI  un  angle  égal  à  l'angle  N,  mais  dans  un  sens  dillé- 
renl  :  cette  droite  passera  par  un  poijit  fixe  F  situé  sur  la 


(  2»'  ) 

droite  DA  qui  fait  avec  le  rayon  CD  du  lerclcS,  un  angle 
ADA'  (%al  au  complément  de  l'angle  donné  N. 
Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRiSME.  CLXXVII.  —  Si  de  chaque  point  d'une  droite 
donnée  de  position  dans  le  pla/f  d'un  cercle,  on  mène 
daux  tangentes  au  cercle  :  la  corde  qui  joint  les  deux 
points  de  contact  passe  par  un  point  donné. 

Soient  MA,  MB  et  nia^  mh  les  tangentes  menées  par  deux 
points  M,  m  de  la  droite  LM.  Ces  tangentes  forment  le  qua- 
drilatère circonscrit 
MCmD  dans  lequel 
les  cordes  A«,  BZ>  se 
rencontrent  en  un 
point  Q  de  la  diago- 
nale M  tn  (  Porisme 
CLXII,  Coroll.),  et 
les  cordes  A^  et  Ba 
en  un  point  R  de  la 
même  diagonale.  Soit 
P  le  point  de  rencontre  des  deux  cordes  de  contact  AB, 
ab'^  et  E,  e  les  points  où  ces  cordes  rencontrent  la  droite  LM. 
Considérons  le  quadrilatère  «QZ>R  dont  les  points  de 
concours  des  cotés  opposés  sont  A  et  B.  La  droite  qui  joint 
ces  points,  c'est-à-dire  la  corde  AB,  est  rencontrée  par  les 
deux  diagonales  ab  et  QR  en  P  et  E,  et  l'on  a  (Lemme  V), 

PA_  EA 
PB  ~  Ëb' 

Donc,  quelle  (jue  soit  la  corde  ab^  c'est-à-dire  quel  que 
soit  le  point  m  sur  la  droite  LM,  le  point  P  [)ar  lequel  passe 
celte  corde  estfixeetdéterminé.  Cequi  démontre  le  Porisme. 

Corollaire.  On  a,  évidemment, 


Vb 


ea 
Tb 


(  -8^  ) 
(le  sorte  que  d'après  le  Porisme  CLX,  si  la  droite  LM  ren 


contre  le  cerelc.  le  point  P  est  le  point  de  concours  des 
tangentes  aux  deux  points  de  rencontre.  On  en  conclut  ce 
théorème  : 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  un  cercle,  si  par  son 
sommet  on  mène  une  droite  qui  rencontre  le  cercle,  les 
tangentes  aux  deux  points  de  rencontre  se  coupent  sur 
la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des  deux  côtés  de 
r angle.  On  peut  dire,  sur  la  polaire  du  sommet  de  V angle. 
Porisme  CLXXVIII.  —  Un  angle  APB  étant  circonscrit 
à  un  cercle,  et  un  point  Q  étant  donné 
sur  la  corde  de  contact  AB;  si  par  ce 
point  et  le  sommet  de  r  angle  on  mène 
deux  droites  qui  se  coupcjit  en  M  sur 
le  cercle  :  la  corde  mm'  que  ces  (hoites 
interceptent  dans  le  cercle  passe  par 
u?i  point  donné. 
('e  point  est  sur  AB  et  se  détermine  par  la  proportion 

RA  _  AQ 
RB  ""  QB* 

En  cllet,  la  droite  Pi\l  rencontre  la  corde  de  contact  AB 
en  /ui,  et  l'on  a 

-— =  ^^ —      (Porisme   (XX.) 

IjC  point  fx'  déterminé  sur  QM  par  l'équation 


QM   _  p^M 


est,  de  même  que  le  point  R,  sur  la  corde  de  contact  des 
tangentes  menées  par  le  pf»int  (^  (Porisme  (J.X).  ('ette 
corde,  d  après  le  roiollaii<'  du  Porisme  précédent,  passe 
par  le  poinl  P. 


(  -^83  ) 
I.CS  deux  dcrnicrcs  équations  donnent  celle-ci  : 


PM  .  y. M  _  f/M^  ,  QM 

entre  les  deux  séries  de  points  P,  M,  /w,  (jl  et  ii\  M,  m',  Q 
situés  surlesdeuxdroitesPM,  QM.  Et  cettcéquation  prouve, 
d'après  le  LemmeXVI,  que  les  trois  droites  Pf/',  Q/Jt,  mm' 
passent  par  un  même  point  :  c'est-à-dire,  que  la  corde  nmi 
passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  droites  Pfji',  Qp., 
ou  PR,  QA.  Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoRisME  CLXXIX.  —  Deux  droites  parallèles  LC, 
L'C  étant  données  dans  le  plan  d'un 
cercle,  si  par  chaque  point  de  LC  oti 
mène  deux  tangentes  au  cercle  et 


une  droite  au  point  milieu  du  seg- 
ment  que  ces  tangentes  intercep- 
tent sur  h'C  :  cette  droite  passe  par 
un  point  donné. 

En  effet,  on  a  vu  dans  le  Porisme 
CLXXVII  que  la  droite  ab  qui  joint 
les  deux  points  de  contact  de  chaque 
couple  de  tangentes,  passe  par  un  point  fixe  P,  et  (pie,  c 
étant  le  point  où  ah  rencontre  LC,  on  a  la  proportion 


ca 
7b' 


De  plus  les  trois  droites  ni^i^  mh,  niP  rencontrent  la  droite 
L'C  en  a',  h'  et  F,  et  Ton  a 


Don< 


P'  a'         V(i  ^  ca 
¥1/  ~  Pl)  '  Va 


P'rt' 


(Corollaire  11,  p.  8J.) 


P'./'  =  P7/. 
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Donc  la  droite  menée  du  point  m  au  milieu  F  du  segment 
a!b\  passe  par  le  point  fixe  P. 

Le  Porisme  est  donc  démontré. 

PoRiSMf:  CLXXX.  —  Étant  donnés  deux  droites  SA, 
SA',  un  point  P  et  un  espace  v  :  on  peut 
trouv^er  sur  ces  droites  deux  points  I  et  i' 
en  ligne  droite  awec  le  point  P,  et  tels, 
que  si  Von  prend  sur  SA,  SA',  deux 
points  m,  m'  liés  par  V équation 

I  m  .  J'  /7l'  r=  V  , 

la  droite  mm! passcia  par  un  point  donné. 
Que  l'on  mène  par  le  point  P  la  droite  IJ',  telle,  que 
SI .  SJ'=  V:  ce  que  l'on  fait  par  le  Lemnie  XXXVIII 
(proposition  164)  :  les  deux  points  I  et  J'  satisfont  à  la 
question,  et  le  sommet  Q  du  parallélogramme  construit  sur 
les  deux  côtés  SI,  SJ'  est  le  point  par  lequel  passent  les 
droites  nnn' . 

Cela  est  une  conséquence  du  Porisme  CXVIÏI. 
Porisme  CLXXXI.    —   Quand  deux  droites  qui  tour- 

netit  autour  de  deux 
points  P,  Q  d^un  cer- 
cle,en  se  coupant  tou- 
jours sur  la  circon- 
férence, rencontrent 
deux  droites  fixes  SA, 
SA',  menées  par  un 
autre  point  du  cercle, 
en  deux  points  m,  m'  :  la  droite  ^^\\ï)!  passe  par  un  point 
donné. 

Soient  a  et  h'  les  points  où  les  tangentes  en  P  et  en  Q 
rencontrent,  respectivement,  les  deux  droites  SA,  SA';  et  ^, 
a'  les  points  de  section  de  ces  droites  parla  ligne  PQ.  J^e 
point  de  renconire  des  deux  droites  aa' ,  hh'  csl   le  point 
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cherché^  c'est-à-dire  que  la  droite  nun'  passe  par  ce  point. 
En  edVl,  les  (jualre  droites  Va,  Vh,  PS  et  Vm  font  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  Q<:/,  Q//,  QS  et 
Qm'.  Par  conséquent  (d'après  le  Corollaire  III,  p.  84)  la 
relation  suivante  a  lieu  entre  les  deux  séries  des  quatre 
points  S,  rt,  h,  m  et  S,  a^  h',  m'  : 

S  m  ^  hm         S  ///      h'  m'  S  m  .  bn         S  m' .  b'  a' 

Sa   '  fa    ~  Srt^ 


b'a' 


ou 


bni,Sa         b'm'.Sa' 


Or  cette  équation  prouve,  d'après  le  Lemme  X  ou  XVI, 
que  la  droite  mm' passe  par  le  |)oint  d'intersection  des  deux 
droites  aa',  hh' .  Donc,  etc. 

PoRiSME  CLXXXIl.  —  Un  quadrilatère  étant  inscrit 
dans  un  cercle,  si  on  le  déforme  en  faisant  tourner  trois 
de  ses  côtés  autour  de  trois  points 
fixes  P,  Q,  R  situés  en  ligne  droite: 
le  quatrième  côté  passera  par  un 
point  donné. 

En  effet,  soit  S  le  point  où  le 
quatrième  coté  rencontre  la  droite 
sur  laquelle  sont  les  trois  points 
P,  Q,  R;  et  soit  i  le  point  de  ren- 
contre des  deux  côtés  opposés  ab^  ce? du  quadrilatèie.  Con- 
sidérant le  triangle  P/R  coupé  par  les  deux  droites  ad 
et  hc^   on  a,  d'après  le  théorème  de  Ptolémée, 

P^     r^    RS  _ 
ia  'Rr/*PS  ""'' 
_^    RQ    P^  _ 
R^*  PQ  *7^  ~'* 

Multipliant   membre    à    membre  et   observant   que 

ia .  ih  =  ic .  id. 


on  obtient 


P^/.P/>  _  PQPS 
Rc.Rr/  ~  RQ.RS' 


(  oM  ) 
1,0  prtmit  r  incmbre  est  constant,  par  conséquent  le  rap- 
port -^  Test  aussi.  Ce  qui  clémonlrc  le  Porisnie. 

PoRiSME  CLXXXIII.  —  Étant  donnés  deux  cercles,  si 
Von  mène  deux  rayons  parallèles  :  la  droite  qui  joindra 

leurs  extrémités  passera 
par  uîi  point  donné. 

En  eflet,  soit  S  le  point 
où  la  droite  mm!  rencon- 
tre la  ligne  des  centres 
00':  les  deux  triangles  mOS,  /7/O'S  sont  semblables,  et 
Ton  a 

SO  _   Ow   _  R 
SCV  ~  Ô'^'~~  R'' 

en  appelant  R,  R'  les  rayons  des  deux  cercles. 
Ainsi  le  point  S  est  fixe.  Donc,  etc. 
Remarque.   On  a 

Sm    SO    _  R 

ïW  ~  SÔ^  "■  R'' 

Par  conséquent  les  deux  cercles  sont  deux  figures  sembla- 
bles dont  le  centre  de  similitude  est  en  S. 

Il  est  clair  que  les  tangentes  aux  deux  cercles,  en  leurs 
points  homologues  mm'  sont  parallèles,  puisque  les  rayons 
Om,  Om'sont  parallèles. 

Dans  la  figure,  les  deux  rayons  parallèles  Om,  Om'  ont 
la  même  direction.  S'ils  avaient  des  directions  contraires, 
la  droite  mm'  passerait  encore  par  un  point  fixe,  difïérentde 
S.  Ainsi  deux  cercles  ont  deux  centres  de  similitude. 

VIP  Genre.  (Voir  p.  144.) 

PoRiSME  CLXXXIV.  — Étant  donné  un  triangle  ARC, 
si  par  les  deux  points  A,  B^  on  fait  passer  plusieurs  cer- 


(  ••^87  ) 
des,  (loul  chacun  rencontre  les  calés  AC,  HC  efi  deux 
points  m,  m'-,  ////  point  D  élnnl  donné 
sur  CA  :  on  peut  ironiser  un  point  E  sur 
CB,  tel,  que  les  deux  segments  Dm, 
E  m'  seront  entre  eux  dans  un  rapport 
donné. 

Le  cercle  mené  par  les  trois  points  A, 
H,  D  rencontre  le  côté  BC  au  point  de- 


mandé E.  Et  Ton  a 


Dm 

Ê7^ 


DC 


En  effet,  les  deux  cordes  DE,  inni  sont  parallèles,  parce 
que  les  angles  ADE,  knini  sont  égaux  entre  eux,  comme 
suppléments  de   Tangle  ABC.  Par  conséquent 

D///  _  DC 
Ë7]7~  ËC' 

Donc,  etc. 

PoRiSME  CLXXX\  .  — Quand  plusieurs  cercles  passent 
par  deux  points  P,  Q,  et  rencon- 
trent deux  droites  fixes  PA,  PB, 
menées  par  un  de  ces  points,  en 
des  couples  de  points  a,  b-  a', 
y ....  \  le  rapport  des  segments 
aa',  hh' faits  par  deux  quelconques 
des  cercles,  est  donné. 

En  d'autres  termes,  les  cercles  divisent  les  deux  droites  en 
parties  proportionnelles. 

En   effet,   menons  par  le  point  Q   une  droite  QC  qui 

rencontre  les  cercles  aux  points  c,  c', ....  Le  rapport  — j 

est  donné  (Porisme   précédent)  5  et  de  même  le  rapport 
bb' 


Donc  YT,  <^sl  donné, 
bb 


F.    D. 


(  -.«8  ) 
Corollaire*  Il  résulte  de  là,  en  vertu  du  Porisme  CVII, 
(|ue  :   Les  milieux  des  cordes  ab,  a'K,  .  .  .   soiit  sur  une 
même  droite. 

Porisme  CLXXXVI.   —   Un  cercle  est  circonscrit  à  un 

triangle  PQR,  et  deux  droites 
fixes  SK,  SA^  sont  parallèles 
aux  deux  côtés  PR,  QR5  si 
autour  des  deux  points  P,  Q 
on  fait  tourner  deux  droites 
qui  se  coupent  sur  la  circonfé- 
rence du  cercle  et  qui  rencon- 
trent SA,  SA'  en  ni  et  m'^  le 
point  A  étant  donné  sur  SA  : 
on  powTa  tromper  le  point  A' 
sur  SA'  et  une  raison  1,  tels,  que  le  rapport  des  deux  seg- 
ments A  m,  A' m'  sera  égal  à  cette  raison. 

La  droite  PA  rencontre  le  cercle  en  <7,  et  la  droite  Qa 
rencontre  SA'  au  point  cherché  A'.  Soit  B  le  point  où  la 
tangente  en  P  rencontre  SA,  et  B'  le  point  où  PQ  rencontre 

SA'.  La  raison  1  est  égale  à  -rj^,- 

En  effet,  le  faisceau  de  quatre  droites  PA,  PB,  Vm  et 
PR,  a  ses  angles  égaux  à  ceux  des  quatre  droites  QA',  QB', 
Qa/i'  et  QR.  Il  s'ensuit,  comme  il  a  été  démontré  pour 
le  Porisme  CX ,  qu'il  existe  entre  les  deux  systèmes  de 
points  A,  B,  m  et  A',  B',  ui  la  relation 


km 


k'm' 


Km 

k'm' 


AB 
A'R' 


Donc,  etc 


IX* Genre.  (Voir  p.  i49-) 


Porisme  CLXXX\IL  —  Si  Von  prend  sur  une  droite  OA 
deux  points  uariables  m,  m',   déterminant  des  segments 
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dont  le  rectangle  Ont. Ont'  soit  égal  au  carré  construit  sur 

une   droite    donnée  a;    n 

E J — -^ + ■^, r    étant  le  milieu  de  ces  deux 

points,  et  b  une  ligne  don- 
née :  on  peut  trouver  un  point  E  et  une  raison  [x^  tels,  que 
Von  aura  toujours 

Em.Em' 

II  suffit  de  prendre  OE  =  a,  et  ^ 
Leinme  XXIII  (proposition  i4g). 

En  effet,  puisque  Om.Om'  =  a^  =  OE  ,  il  s'ensuit,  d'à 
près  ce  Lemme,  que 


OÈ    .,  ,       ,     ,      , 
2  -r-'  t^ela  résulte  du 
o 


OE(Ei 


ou 


Em.Em' 
1  En 


=  OE,     et 


Em.Em' 
b.En 


2  OE 

b 


Si  le  point  E,  au  lieu  d'être  placé  comme  dans  la  figure, 
était  pris  du  même  côté  de  O  que  rn  et  /?/,  ce  serait  le 
Lemme  XXV  (proposition  i5i)  que  l'on  invoquerait. 

PoRiSME  CLXXXVIII.  —  Quand  un  cercle  est  inscrit 
dans  un  triangle  AA'B^  si  l'on  fait 
tourner  sur  la  circonférence  une  tan- 
gente gui  rencontre  les  côtés  BA,  BA' 
en  deux  points  m,  m'  :  on  peut  trouver 
un  point  V  sur  le  cd/e  BA'^  et  une  ligne 
IL,  tels,  quon  aura  toujours  V égalité 

km  .y  m'  _ 

A'  m'       ~  ^' 

La  tangente  parallèle  à  AB  coupe  A^B  au  point  cherché 
J'.  La  tangente  parallèle  à  A'  B  coupe  AB  en  un  point  I,  et 
l'on  a  ^==  AL 


»9 
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En  eflel,  soieiil  C/,  Cy  les  parallèles  aux  deux  colés  A'B, 
AH  menées  par  le  centre  du  cercle.  On  démontre  comme 
au  Porisme  CXXX,  que  les  quatre  droites  CA,  Cm,  CI  et 
C;  font  entre  elles,  deux  à  deux,  des  angles  égaux  aux  an- 
gles des  droites  CA',  Cm',  Ci,  CJ'.  Et  ou  en  conclut  par  la 
même  démonstration  que  pour  le  Porisme  CXXII,  cette 
égalité 

A  m         A' m'  km  .V  m'  .- 

=   — ;       ou       -. ; —  =  Al. 

AI  J' m'  A'  w' 

c.    Q.     F.     D. 

Porisme  CLXXXIX.  —  ^V  autour  de  deux  points  P,  Q 
.    .  d'un  cercle,  on  fait  tourner 

deux  droites  qui  se  coupent 
en  M  sur  la  circonférence,  et 
rencontrent  une  droite  fixe 
LA  en  m  et  m'  ;  le  point  A 
étant  donné,  ainsi  qu'une 
ligne  CL  :  on  pourra  trouver 
deux  autres  points,  A'  et  J'  sur  LA,  tels^  que  le  rapport 
des  rectafigles  Am.J'm'  et  k'vo!  .a  sera  constant. 

Qu'on  mène  PA  qui  coupe  le  cercle  en  «  ;  Q«  déter- 
mine le  point  demandé  A'.  Soient  Py,  Qf  parallèles  à  LA  5 
les  droites  Q/,  Vi  coupent  LA  en  J'  et  L  J'  est  le  deuxième 
point  demandé  5  et  l'on  a 

Aw.  y  m'         Al 


k'm' 


ou  hi< 


A  m. y  m'  ., 


En  effet,  les  quatre  droiles  PA,  Pm,  PI  et  P;  font  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  QA',  Qm',  Q/,  QJ'. 
Si  l'on  conçoit  que  ces  droites  issues  du  point  Q  rencon- 
trent une  transversale  en  des  points  A",  ni" ^  F,  J"  :  en  com- 
parant ces  points  d'abord  aux  trois  A,  m,  I,  puis  aux  trois 


(  -^9'  ) 
A',  iiil^  J',  ou  obtiendra  les  relations 

_'^  •  " — "Jl-  =  ^-Hiy     (Cor.  des  Lemmes  III  et  XI,  p.  83i 

"i"    ri"       Al      ^  ^ 


A 

A"  m" 


Vm' 


k"r  '  ri" 

Donc 


Pi.  m 
"Âf 


k'm' 
y  m' 


k'm' 


ou 


km.  y  m' 
k'm' 


AI. 

C.     Q.     F.     D. 


X"  Genre.  (Voir  p.  i56.) 

PoRisME  CXC.  —  On  a  un  cercle  dont  le  diamètre 
est  AB;  la  tangente  en  E  est  parallèle  à  ce  diamètre,  et 
les  points  I  et  J'  de  cette  droite  appartiennent  aux  tan- 
gentes en  A  et  en  B  ;  si  autour 
de  ces  points  A,  B  on  fait  tour- 
ner deux  droites  qui  se  coupent 
sur  la  demi'circonférence  ADC, 
et  qui  rencontrent  la  tangente 
IJ'  en  m  et  m'  ;  le  rectangle 
ImM'm  sera  égal  à  un  espace  donné  augmenté  du  rectan- 
gle formé  sur  l'abscisse  mm'  et  une  ligne  donnée. 

L'espace  donné  est  lE.J'E,  et  la  ligne  donnée  J'I.  De 
sorte  que  l'équation  à  démontrer  est 

ImM'm  =  IE.J'E-HJ'I.mm'. 

En  effet,  les  quatre  points  m,  w',  I,  J'  sont  liés  par  l'é- 
quation suivante,  d'après  le  Porisme  LIX, 

Im'.i'm  —.  Im.  J'm'-l-  yi.nim'. 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  Jni.J' m'=  lE.  J'E. 


(  ^9^^  ) 
Or  les  triangles  Ami,  ///BJ',  sont  semblables.  Donc 

BJ 


AI 


y  m 


7? 


ou  bien     lm.rni'=AJAM\ 


Et  (  omme  AI  —  BJ'=  lE  =  J'E,  il  en  résulte 
Im.J'm'r=:IE.J'E. 

Donc,  eic. 

Obseivation.  On  trouverait  de  même  que  si  le  point  M 
était  pris  sur  la  demi-circonférence  AEB,  l'équation  de- 
viendrait 

lm'.J'm-hIJ'.mm'  =  IE.J'E. 

Elle  répondrait  donc  à  un  Porisme  exprimé  par  la  for- 
mule 

Ini' .yni-h  iJL.mm' =  V. 

Mais  cette  formule  ne  se  trouve  pas  dans  les  énoncés  de 
Pappus.  Nous  en  dirons  plus  loin  la  raison  (à  la  suite  du 
Porisme  CXCIX). 

Porisme  CXCI.  —   Un  trapèze  PiQj  est  inscrit  dans 
X    A     B'  j-  m'       un    cercle,     et 

une  droite  AL 
parallèle  à  ses 
côtés  Pj,  Qi, 
est  prise  au  de- 
hors du  cercle  y 
le  point  A  étant 
donné  sur  cette  droite  :  oîi  pourra  trouver  un  autre  point 
B',  un  rectangle  v  et  une  ligne  [j.^  tels,  que  si  de  chaque 
point  M  de  tare  iPj,  on  mène  les  droites  MP,  MQ,  qui 
coupent  LA  en  m  et  m',  on  aura  toujours  la  relation 

A  ni .  Wni'  =z  V  -\-  (J-'  mm'. 

Qu'on  mène  PA  c{ui  rencontre  le  cercle  en  a,  et  Qa  qui 


(  ^93  ) 
déteiiniiic  le  point  A'.  Puis,  P/  et  Q/  qui  coupent  AL  en 
I  etJ'Onprendra  J'1V=::-AI,  v:=.  Al.A'A  et  a  =  AI. 
En  effet,  d'après  le  Poiisme  CLXXXIX,  on  a  l'égalilé 

Am.J'm'=A'm'.AI, 

et  Ton  en  conclut,  comme  au  Poi  isnie  CXXllI,  l'équation 

A  m .  B'm'  =  AI .  A'A  -+-  Al .  mm'; 

ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Observation.  Si  l'on  cberclie  ce  que  devient  l'équation 
(juand  le  point  M  est  pris  sur  l'arc  l'aQhj  (jui  avec  iPj  com- 
plète la  circonférence,  on  trouve  qu'il  y  a  deuji  cas  à  con- 
sidérer : 

Pour  les  points  des  arcs  /«,  jb  contigus  à  /P/,  l'équation 
est 

A  m .  B'm'  -h  AI .  A  A'  r^  AI .  mm'. 

Ki  pour  les  points  de  l'arc  «Q^,  elle  devient 

AA/i.B'm'-f-IA.m/7/=:IA.A'A. 

Ainsi  la  circonférence  est  partagée  en  quatre  arcs  consé- 
cutifs yPz",  ia,  aQb^  bj  dont  le  premier  et  le  troisième 
donnent  lieu  à  deux  équations  différentes,  et  les  deux  au- 
tres à  une  seule  équation. 


XIP  Genre.  (\,oir  p.  \5'i.) 

Porisme  CXCII.  —  Un  segment  de  cercle  AniB  étant 
donne.,  ainsi  quwie  raison  X  :  on  peut 
tromper  un  point  C  et  une  raison  (x^  teisy 
que  les  distances  de  chaque  point  m  de 
Varc  de  cercle  AmR  aux  trois  points  A, 
B,  C  auront  entre  elles  la  relation  con- 


lantc 


Km  -f-  X.Bw 
Cm 
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Qu'on  prenne  sur  l'arc  ACB,  qui  complète  la  circonfé- 
rence du    cercle,   le  point   C  déterminé  par   le   rapport 

— -  =  >•  ce  qu'on  fait  par  le  Lemme  XXIX 5  puis  jeji=  — —  : 


on  aura 


Km 


AC 
CB 


•Bw 


Cm 


AB 
BC* 


En  effet,  les  quatre  points  A,  R,  C,  m  sont  les  sommets 
d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  dans  lequel,  d'après  le 
théorème  connu  des  Anciens  et  qui  fait  la  base  de  leur  tri- 
gonométrie, le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme 
des  produits  des  côtés  opposés;  c'est-à-dire  que 


AB.Cm=r  Am.BC-hBm.AC, 


ou 


A  /// 


AC 
BC 


B/w 


Cm 


AB 
BC" 


c.     Q.     F.    D. 

Observation.  Si  la  raison  donnée  est  égale  à  l'unité,  le- 
point  C  sera  le  milieu  de  l'arô  ACB,  et  l'équation  satisfera 
à  l'énoncé  du  XIV""  Genre  (voir  p.  172). 

XV* Genre.  (Voir p.  174.) 


Purisme  CXCIII. 


des  deux  segments  Om,  Om'  est  donné. 


Deux  droites  OA,  OB'  étant  don- 
nées ,  si  Ton  mène  une 
droite  mm'  qui  fasse  soit 
ai^ec  AO  et  OB^  soit  a^^ec 
OA  et  le  prolongement 
de  OB,  un  triangle 
mOm'  égal  à  un  espace 
donné  v  :   le  rectangle 


(  '^9^  ) 

Cela  résulte  des  Lcmmes  XX  ei  XXI.  En  effet,  soit  al> 
une  ])osition  de  la  droMcmm'.  Les  deux  triangles  aOb^ 
m O/// sont  égaux  par  hypothèse.  Leurs  angles  en  O  sont 
égaux  ou  supplémentaires^  par  conséquent,  d'après  le 
Lenime  XX  dans  le  premier  cas  et  le  Lemme  XXI  dans  le 
second,  leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les  rectangles 
Oa.Oh  vlOrn.Om',  Donc  ces  rectangles  sont  égaux. 

Soit  aD  perpendiculaire  sur  OB;  on  a 


d'où 


,      j^           Ob.nD 
triangle  bUa  = — 


Ob=—       cl       Oa.Oh  =:=2V.—. 

aD  a\y 


Le  rapport  — —  est  constant,   quel  que   soit  le  point  (i 

pris  sur  OA.    Le    rectangle   Oa.Oh^    et   par   conséquent 
O/n.O/y/,  qui  lui  est  égal,  est  donc  déterminé. 
Ce  qui  démontre  le  Porismc. 

PoRiSME  CXCIV .  —  Si  d'un  point  P  pris  sur  le  dia- 
mètre AB  d^un  demi-cercle,  on  mène 
une  droite  à  chaque  point  M  de  la  cir- 
conférence ^  et  que  par  ce  point  on  mène 
à  cette  droite  une  perpendiculaire  qui 
^  p       p     rencontrera  en  deux  points  m,  m',  les 

tangentes  en  A  et  B  :  le  rectangle  Am.Bni'  sera  donné. 

Cela  résulte  du  Lemme  XXXI  (proposition  157)  d'après 
lequel 

A^A/.Bm'zzrPA.PB. 

PorismeCXCV. — Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tour- 
ner un  côté  d'un  angle  de  grandeur  donnée  dont  le  som- 
met glisse  sur  une  circonférence  de  cercle  :  l'autre  côté  de 
l'angle  forme  sur  deux  certaines  droites  données  de  posi- 
tion deux  segments  dont  le  rectangle  est  donné. 


(  =96  ) 
Soient  Die  point  donné  sur  le  diamètre  A'B',  et  DINK  une 
position  •  de  l'angle  mobile.  Qu'on 
mène  A'X  faisant  l'angle  XA'D  égal 
à  D^K,  et  B' Y  parallèle  à  A'X^  puis 
par  le  point  D  une  perpendiculaire 
à  ces  droites,  qui  les  rencontre  en  A 
et  B.  Le  côté  NK  de  l'angle  N  fait 
sur  ces  droites  les  segments  A/n , 
B'm' dont  le  rectangle  est  égal  à  DA.DB. 

Cela  résulte  du  Porisme  précédent-,  car  si  l'on  mène  DM 
perpendiculaire  sur  le  côté  NK  de  l'angle  mobile,  le  point 
M  sera  sur  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  (ce 
qu'on  démontre  par  le  raisonnement  déjà  employé  au  Po- 
risme CLXXVI).  Donc,  d'après  le  Porisme  précédent, 

A  m. B//^ DA.DB. 

C.     Q,     F.     D. 

PoKisME  CXCVI. — Si  autour  de  deux  points Jixes  D,  D' 
pris  sur  le  diamètre  AB  d'un  demi-cercle 
à  égale  distance  du  centre  ^  on  fait 
tourner  deux  droites  parallèles  qui  ren- 
contrent  la  circonférence  en  deux 
points^  E,  E'  :  la  droite  EF/  forme  sur 
les  tangentes  en  A  et  B  deux  segments 
A  m,  A  m'  dont  le  rectangle^  est  donné. 
Ce  rectangle  est  égal  à  DA  .  DB. 

En  effet,  les  deux  droites  DE,  D'E'  étant  parallèles  et 
également  éloignées  du  centre,  l'angle  DEE'  est  nécessaire- 
ment droit.  Car  si  l'on  mène  le  diamètre  perpendiculaire  à 
ces  droites,  qui  les  rencontre  en  G  et  (V,  on  a  CG  =CG'; 
par  suite,  d'après  le  Lemme  XXXVI,  la  corde  EE'  est  pa- 
rallèle à  GG'.  L'angle  DEE'  est  donc  droit  j  et  conséquem- 
ment,  d'après  le  Porisme  CXCIV,  le  rectangle  Am.Am' est 
égal  à  DA.DB.  c.   q.   f.  d. 
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Autrement.  Sans  invoquer  le  Lemme  XXXVl,  les  cordes 
EF,  EF'sont  égales,  comme  parallèles  également  éloignées 
du  centre-,  et  comme  le  diamètre  qui  leur  est  perpendicu- 
laire passe  par  leurs  milieux,  GE  =  GE'  :  donc  EE'  est 
parallèle  à  GG'-,  et  Tangle  DEE'  est  droit.  Donc,  etc. 
PoiiiSME  CXGVII. — Étant  donné  un  demi-cercle  ACB, 
,  une  tangente  quelconque  mm'  fait  sur 
les  tangentes  aux  extrémités  du  diamè- 
tre AB^  deux  segments  A  m,  B  m'  dont 
le  rectangle  est  donné. 

Ce  rectangle  est  égal  au  carré  du  rayon 
du  cercle. 

En  eflet,  soient  n  le  point  de  contact  de  la  tangente,  et  O 
le  centre  du  cercle.  Les  deux  droites  0/r/,  Om'  sont  rectan- 
gulaires, parce  qu'elles  sont  perpendiculaires  respective- 
ment aux  cordes  A/i,  Bn.  Le  triangle  mOm'  est  donc  rec- 
tangle en  O,  et  par  conséquent  on  a  mn.m'n  =  0/i  =  R^. 
Mais  mn  =  Aw,  et  m'n  =  Bni. 
Donc 

Am.Am'=R\ 

C.     Q.     F.     D. 

CePorisme  pourrait  être  considéré  simplement  comme 
un  cas  particulier  du  précédent. 

PorismeCXC\  IIL — Quand  un  losa// ge  AlBJ'  est  circon- 
scrit à  un  cercle,  toute  tangente  au  cercle 
fait  sur  les  côtés  AI,  AJ'  deux  segments 
Im,  J'm',  dont  le  rectangle  esl  donne. 
Soit  D  le  point  de  contact  du  côté  lA  , 
on  aura 

Ia^/.JW=  ID.J'A. 

En  eil'et,  soit  C  le  centre  du  cercle,  et 
B  C/,  Cy  parallèles  à  AJ'  et  AI,  respective- 

ment. Les  quatre  droites  CD,  Cm,  CI,  C/,  font  entre  elles 


(  ^9»  ) 
deux  à  deux,  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  CA,  Cm., 
CietCy. 

On  en  conclut  par  le  raisonnement  employé  pour  la  dé- 
monstration du  Porisme  XCVII,  qu'il  existe  entre  les  deux 
systèmes  de  points  D,  m,  I,  et  A,  m',  J' la  relation 

lia. 

ID 


•^    -^  T  T/         / 

— — ,r>      ou     im.J  ni 
y  m 


ID.J'A. 


C.     Q.     F.     D. 

Autrement.  Les  deux  triangles  ICm,  J'/n'C  sont  sem- 
blables, parce  que  les  côtés  IC,  Cm,  m\  du  premier  sont 
également  inclinés  sur  les  côtés  respectifs  J'm',  m'C,  CJ'du 
second.  On  a  donc  la  proportion 


Irn 

fc 


Ci' 
y  m' 


et      lm.ym'=:lC.CV 
Ainsi  le  rectangle  I/n.  J'm'  est  donné. 


IC. 


c.     Q.     F.     D. 

Celte  seconde  expression  du  rectangle  im.i' ni' se  ramène 
immédiatement  à  la  première.  Car  dans  le  triangle  ICA, 

ÎC'=ID.IA  =  ID.J'A. 


XVP  Genre.  (Voir  p.  177.) 

Po'ïiiSME  CXCIX. —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q  d'un 

cercle.,  on  fait  tourner 
deux  droites  qui  se 
coupent  en  M  sur  la 


circonférence,  et  qui 
rencontrent  une  corde 
EF  en  deux  points  m, 
m';  un  point  A  étant 
donné  sur  cette  corde  :  on  pourra  trouver  un  second  point 
\V,  lui  rectangle  v  et  une  ligne  p.,  tels,  (pic  pour  des  points 
M  du  cercle,  en  nombre  infini.,  on  aura  toujours  la  rcla- 
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tion 

A/w.B'/?/'-+-v 


Qu'on  mène  Py  et  Qf  parallèles  à  EF*,  puis  P/,  Q;  qui 
rencontrent  EF  en  I  et  J^  Qu'on  prenne  J'B'=  AI;  Basera 
le  point  cherché.  La  droite  PA  rencontre  la  circonférence 
en  «5  et  Q«  rencontre  EF  en  A^  On  fera  v  =  AI.AA',  et 
F  =  AI. 

Enfin,  le  point  M  devra  se  trouver  sur  Tare  iPy,  ou  sur 
l'arc  ab  déterminé  par  les  lignes  PA  et  QB'. 

En  eflet,  supposons-le  sur  Tare  /P;;  les  deux  points  m, 
m' ont,  avec  deux  autres  points  C,  C  déterminés  de  la  même 
manière,  la  relation 

- — =  X  — — -,  (PorismeCXXIX.) 
Cîfi  C  //r     ^  ' 

qui  entraîne,  comme  au  PorismeLXXVUI,  la  suivante 

A/7?.B'/w'  +  AI.AA' 

=:AI. 

mm 

Le  Porisme  est  donc  établi. 

Si  le  point  donné  A  est  sur  la  circonférence,  en  E  par 
exemple,  le  rectangle  v  est  nul  et  la  relation  entre  les  deux 
points  m,  w',  qui  alors  convient  à  tous  les  points  M  de  la 
circonférence,  devient 

Ew.B'/// 


mm 


EL 


C'est  le  cas  prévu  dans  l'énoncé  du  XVP  Genre. 

Observations.  Si  dans  la  figure  sur  laquelle  nous  venons 
de  démontrer  le  Porisme,  le  point  M  est  pris  sur  l'arc  iEy 
nu  surjfF,  on  trouve  que  l'équation  devient 

A  nt .  Wm'  =.  AI .  A'A  +  AI .  nui/. 

Pour  les  points  de  l'an    En  ou  de  Tare  V b,  elle  prend 
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une  troisième  forme 

A/w.B'm'  4-  M. mm'  =  AI.  AA'. 

Ainsi  la  circonférence  est  divisée  en  six  arcs,  /E,  Ea, 
ab,  Z>F,  F/,  //.  Deux  de  ces  arcs,  ab^  ij,  qui  sont  opposés, 
se  correspondent-,  des  quatre  autres,  ceux  qui  se  correspon- 
dent sont  d'une  part  «E,  ^F,  qui  sont  contigus  à  ab-^  de 
l'autre,  /E,  /F,  qui  sont  contigus  à  //  :  et  chacune  des  trois 
équations  se  rapporte  à  l'un  de  ces  couples  d'arcs  corres- 
pondants. 

Il  n'en  était  pas  entièrement  de  même  dans  la  figure  du 
Porisme  CXCI,  qui  appartient  au  X*"  Genre,  et  qui  ne  se 
distingue  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper  que  par 
la  position  de  la  droite  A  A'  en  dehors  du  cercle.  Les  diffé- 
rentes positions  du  point  M  exigeaient  aussi  trois  équa- 
tions :  mais  la  circonférence  n'était  divisée  qu'en  quatre 
parties.  A  deux  parties  opposées  répondait  une  seule  des 
trois  équations.  Chacune  des  deux  dernières  parties  em- 
ployait seule  une  des  deux  équations  restantes. 

Mais  on  voit  que  les  équations  qui  expriment  les  X''  et 
XVP  Genres  se  présentent  ensemble  dans  une  même  ques- 
tion. 

Toutefois  dans  l'ouvrage  d'Euclide  les  questions  relatives 
à  ces  deux  Genres  n'ont  pas  été  les  mêmes.  Ce  géomètre, 
guidé  par  une  considération  théorique  importante  qui  tient 
aux  imaginaires,  comme  nous  allons  le  dire,  a  dû  intro- 
duire dans  les  énoncés  des  Porismes  dont  Pappus  a  formé 
le  XVP  Genre  une  condition  d'après  laquelle  ils  s'ap- 
pliquaient nécessairement  à  des  questions,  ou  du  moins 
à  des  figures,  différentes  des  questions  ou  des  figures  qui  ont 
fourni  à  Pappus  son  X''  Genre.  Cette  condition,  c'est  que 
le  rectangle  v  puisse  devenir  nul  par  suite  de  la  position  du 
point  A^  condition  qui  n'existe  pas  dans  le  texte  du  X' 
Genre. 
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On  reconnaît  imnu'dialement  dans  la  géométrie  moderne, 
que  cette  distinction  revient  an  cas  où  les  points  doubles  des 
deux  divisions  homographiques  formées  par  les  couples  des 
points  m^m'  sont  imaginaires. 

Ce  sont  sans  doute  ces  cas  d'imaginarité  dont  Euclide  a 
voulu  montrer  les  consé(|uences,  en  distinguant  avec  pré- 
cision des  questions  qui  conduisent  aux  mêmes  relations 
entre  les  points  variables  (jue  l'on  considère,  et  il  les  a  ca- 
ractérisées si  nettement,  que  Pappus  en  a  fait  deux  Genres 
séparés. 

Les  Livres  de  la  section  de  raison^  de  la  section  de  V es- 
pace et  de  la  sectio?i  déterminée^  nous  apprennent  que  ces 
cas  d'imaginarité  avaient  frappé  vivement  l'imagination 
des  géomètres  grecs.  Apollonius  y  a  trouvé  le  sujet  de  belles 
questions  de  maximum  qui  nous  ont  été  conservées  par 
Pappus,  et  qui  sufliraient  pour  montrer  la  sagacité  et  le 
génie  de  celui  que  les  Anciens  avaient  surnommé  le  grand 
géomètre. 

La  comparaison  de  ces  trois  ouvrages  de  la  section  de 
raison,  de  la  section  de  l'espace  et  delà  section  déterminée, 
met  aussi  en  évidence  toute  la  hardiesse  d'Euclide  dans  la 
conception  de  ses  Porismes.  Elle  fait  sentir  combien  il  a  eu 
à  surmonter  de  difficultés  pour  donner  toujours  aux  énon- 
cés une  rigoureuse  exactitude. 

Ces  difficultés  naissent  pour  la  plupart  de  la  diversité 
des  positions  relatives  des  points  dans  une  figure,  en  d'au- 
tres termes,  de  la  direction  des  segments;  elles  ont  disparu 
dans  la  géométrie  moderne  par  l'introduction  des  signes  H- 
et  — . 

Si  le  seul  problème  de  la  section  de  raison,  le  plus  sim- 
ple qu'on  puisse  imaginer,  puisqu'il  s'exprime  par  l'équa- 
tion à  deux  termes  Am=  X.B'm',  la  plus  simple  aussi  de 
toutes  celles  qui  se  trouvent  dans  les  Porismes,  si  ce  pro- 
blème, dis-je,   à  raison  de  ces  différences  de  positions  rela- 
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lives  des  points  et  des  lignes,  a  demandé  à  Apollonius 
87  cas:  celui  de  la  section  de  l'espace  84,  et  celui  de  la  sec- 
tion déterminée  83,  on  doit  être  elïrayé  des  obstacles  mul- 
tipliés qu'a  dû  rencontrer  Euclide  en  introduisant  dans  la 
géométrie  les  équations  à  trois  et  à  quatre  termes  qui  font 
le  sujet  d'un  grande  partie  des  Genres  indiqués  par  Pappus. 

Sans  doute  la  nature  et  le  vaste  ensemble  des  proposi- 
tions variées  auxquelles  s'appliquent  ces  équations  qui  se 
rattachent  à  une  théorie  unique,  celle  des  divisions  ho- 
mographiques ,  forment  le  mérite  principal  de  l'ouvrage 
d'Euclidc.  Mais  on  peut  croire  que  la  nouveauté  hardie  que 
présentaient  les  Porismes,  à  raison  des  difficultés  que  nous 
avons  signalées,  a  été  aussi  un  des  motifs  de  l'admiration 
de  Pappus  pour  ce  grand  ouvrage,  en  tout  si  original  et  si 
profond . 

Peut-être  s'étonnera-t-on  qu'Euclide  n'ait  pas  donné  de 
Porismes  susceptibles  de  former  un  Genre  exprimé  par  la 
troisième  des  équations  renfermées  dans  la  formule  algé- 
brique 

A  m  .  \Vm'  H-  v  =  ^.nim^, 
savoir 

Am.B'm' -\-l\. mm'  =IA.AA', 

équation  qui  se  présente  dans  les  mêmes  questions  que  les 
deux  premières,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus  (Porismes 
CXC,  CXCl  et  CXCIX). 

Cette  abstention  s'explique  naturellement;  car  cette 
équation  répond  précisément  aux  positions  des  points 
/7i,  m' qui  ne  satisfont  pas  aux  deux  autres  équations.  Il 
aura  donc  suffi  à  Euclide  d'en  faire  la  remarque  dans  quel- 
que scolie,  pour  éviter  de  multiplier  inutilement  les  exem- 
ples de  Porismes.  Une  réserve  de  ce  genre  est  bien  dans 
l'esprit  du  grand  géomètre  et  dans  le  caractère  de  son  ou- 
vrage, où  il  n'a  voulu  donner  que  des  principes  et  les 
germes  d'une  foule  de  conséquences  importantes. 


3o3 


I   m'  m 


\\\V  Genre.  (Voir  p.  184.  i 

PoiusmeCC.  —  Si  autour  de  deux  points  P,  Q  d'un 
cercle  on  fait  tourner  deux  droites 
qui  se  coupent  en  M  sur  la  circon- 
férence et  rencontrent  en  m  et  ni' 
une  tangente  fixe  AI  :  le  rapport 
du  rectangle  A  m.  A  m'  à  V  abscisse 
mm'  sera  donné. 

Qu'on  mène  Q/  parallèle  à  la  langenie  AI;  et  Vi  qui 
coupe  cette  tangente  en  I-,  on  aura 

Km .  km* 


:=AI. 


mm 


En  eflet,  soit  F;  parallèle  à  la  tangente,  et  Q/ qui  coupe 
cette  droite  eîi  J'.  On  a,  d'après  le  Porisme  CXXXÏX, 


Am' Amz=:Ani.kS' . 
Or  AJ'=:lA.Doiic 


Af     T                     »              T  *                               A  /7i  AI 

mMm=Am.lA,     ou     • =  — -■ 

A//J         ml 


Par  suite, 


A  A// 


AI 


km'  —  km        Al  —  ml 
km'         AI  km.ktJi' 


mm 


A  m 


=  M. 


mm' 


C.    Q.    F.    D. 

Purisme  CCI.   —  Quand  un    cercle   est    circonscrit   à 

^- ^  un  triangle  ABC,  si  autour  des  deux 

sommets  A,  B,  on  fait  tourner  deux 
droites  qui  se  coupent  en  chaque 
point  M  de  la  circonférence^  et  qui 
rencontrent  une  corde  c(en  m  et  m!: 
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le  rectangle  em .  IW  est  à  V abscisse  mm'  dans  une  raison 
donnée. 

Qu'on  mène  la  corde  Bf  parallèle  à  ej\  et  A^*  qui  ren- 
contre efGU  I,  on  aura 

em .  fm'  ^ 


En  effet,  nous  avons  vu  (Porisme  CXXVI)  que 


em.fm'        t-Ç./D' 


ou 


cm ^em 


em' .fm        ^D'./D' 
Par  conséquent,  d'après  le  Porisme  LXXXII, 

cm .  fm'  , 


F.    D.. 


XXP  Genre.  (Voir  p.  201.) 

Porisme  CCII.  —  Un  cercle  et  une  droite  DE  étajit 
donnés.,  si  de  V  extrémité  A  du  dia- 
mètre perpendiculaire  à  DE  on  mène 
une  droite  qui  rencontre  le  cercle  en 
m  et  DE  en  n  :  le  rectangle  A  m .  A  n 
est  donné. 

En  effet,  les  deux  triangles  AmB, 
ADtz  sont  semblables,  comme  étant 
rectangles  et  ayant  l'angle  A  commun.  Par  conséquent, 
on  a 

km  _  AD 
ÂB  ~"Â^ 


ou 


Am.A«=:AB.AD. 


Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Porisme  CCIII.  —  Étant  donnés  deux  cercles  dont 
V un  a  pour  centre  un  point  A  de  la  circonférence  de  Vau- 
tre ;  si  une  tangente  au  premier  rencontre  le  second  en 
deux  points  m,  m'  :  le  rectangle  des  distances  de  ces  points 
au  centre  du  premier  cercle  est  donné. 


(  3o5  ) 
Soit  AB  le  diamètre  du  second  cercle;  AM  le  rayon  dit 
premier.  On  a 

Am.Am'r=:  AB.AM. 

En  elïet,  les  deux  triangles  rectan- 
gles AmB,  AMm'  sont  semblables, 
parce  que  les  deux  angles  ABm  et 

A/7/M  sont  égaux  comme  étant  l'un  et  l'autre  suppléments 

de  l'angle  mm' A.  Par  conséquent, 


A  m 
ÂB 


AM 

Tin' 


ou     Am.  Am'=  AB.AM. 


Donc,  etc. 
PORISME  CCIV. 


m       A 


Deux  points  O,  A  étant  donnés  sur 

une  droite,    si  l'on  prend  sur 

*    cette  droite,  d'un  même  côté 

du  point  O,  deux  points  variai 

blés  m,  m',  tels^  que  l'on  ait 


km 
A  m' 


le  rectangle  Ovci.O m!  est  donné. 

En  effet,  Om.Om'=ÔÂ\ 

Ce  Porisme  n'est  que  la  traduction  du  Lemme  XXVt, 
quand  les  deux  points  ///,  m'  sont  pris  du  côté  opposé  au 
point  A,  à  partir  du  point  O;  et  du  Lemme  XXVII,  quand 
m  et  m'  sont  pris  du  même  côté  que  le  point  A. 

PoniSME  CCV.  —  Etant  donnés  un  cercle  et  la  tan- 
gente en  un  point  A,  si  Von  mène 
deux  tangentes  parallèles  entre 
elles  qui  rencontrent  la  tangente 
fixe  en  deux  points  m,  m'  :  le  rec^ 
tangle  hm.kuï!  est  donné. 
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(  3o6  ) 

Ce  reclnngle  est  égal  au  carré  du  rayou  du  cercle. 

En  effet,  soiefit  M,  M',  les  points  de  contact  des  dcîux 
tangentes  parallèles;  l'angle  MAM'  est  droit j  par  suite 
l'angle  m  Cm',  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  aux 
cordes  AM ,  AM',  est  aussi  droit.  Le  triangle  i?iCm'  est 

donc  rectangle  en  C*,  et  conséquemment  Am.Am'  =  CA. 

C.     Q.     F.     D. 

PoRisME  CCM.  —  Si  par^  rleux  points  D,  D'  pjis  sur 
le  diamètre  d'un  demi-cercle,  à  égale 
distance  du  centre^  on  mène  deux  droi- 
tes parallèles  Dm,  D'm'  terminées  à  la 
circonférence  :  le  rectangle  construit  sur 
" ——  'n  ces  deux  droites  est  donné. 

Concevons  que  la  circonférence  entière  soit  décrite,  et 
prolongeons  la  droite  Dm  jusqu'à  la  circonférence,  en  /^. 
Je  dis  que  Dn  est  égale  à  D'm'.  En  eiVet,  joignons  C?i  et 
Cm'.  Les  deux  triangles  CD/7,  CD' m'  sont  égaux,  parce 
qu'ils  ont  des  angles  égaux  en  D  et  D',  et  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun.  Donc 


D'ailleurs 
Donc 


Dm.Dn:: 

Dm.D'm' 


DA.DH. 
:DA.DB. 


Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

PoKiSME  CCYIL  —  Un  triangle  ACB  étant  donné,  si 

on  mène  deux 
droites  parallè- 
les MN,  M'N' 
çui  forment 
Vune  ai^ec  les 
deux  côtés  C  A , 
CB  et  l'autre 
avec  les  prolon- 
gements de  ces 
côtés    au    délit 


(3o7  ) 
du  sommet  C,  les  triangles  MCjN,  M'CN'  égaux  en  sur~ 
face  au  triangle  ACB  :  ces  droites  rencontrent  la  hase  AB 
du  triangle  en  deux  points  m,  m',  et  le  rectangle  des  dis- 
tances de  ces  points  au  milieu  de  AB  est  donné. 

Ce  Porisme  se  conclut  du  Lcmme  XXXII  (proposition 
i58),  pris  dans  l'état  de  généralité  qu'il  comporte,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment  (p.  96).  Soient  D  le  milieu 
de  AB,  et  n  le  point  où  MN  coupe  CD;  on  a,  d'après  le 
Lemme, 

Dm  =\)^  •  ^r^    \    ^      ou      D//^==DB~. 

Par  conséquent, 

D^'^zDB'.^,,      ou     \)m.DnL'=m\ 
Dm 

Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Observation.  La  démonstration  du  Lemme  donnée  par 
Pappus  est  assez  pénible.  Voici  une  démonstration  directe 
du  Porisme.  Elle  est  fort  simple,  et  la  démonstration  du 
Lemme  en  résulte  immédiatement. 

On  a  d'après  le  Lemme  XX  (proposition  i45), 

CA.CB  =  CM.CN     ou     ^  =  :g. 

Soit  O  le  milieu  de  mm'  -.^  CO  est  parallèle  à  MN,  et  les 
triangles  semblables  ainsi  formés  donnent 

CA  _  OA  CN  _  Ojn 

CM~â^      ^^      CB  "~  OB' 


Donc 


OA  _  O  m 

ôVi~~  ob' 


ou     Om  =  OA.OB. 


Celte  équation,  en  vertu  du  Lemme  XXXIV  dont  on  peut 

20. 


3o8 


invoquer  la  réciproque,  entraîne  celle-ci  : 
m  A  m' k 

Et  de  cette  dernière,  en  vertu  du  même  Lemme,  on  conclut 

c.     Q.     F.     D. 

PoBiSME  CCVIII.  —  De  chaque  point  M  d'une  tan- 
gente à  un  cercle  y  on  mène 
une  seconde  tangente  et  une 
droite  passant  par  un  point 
donné  P;  cette  tangente  et 
cette  droite  rencontrent  une 
autre  tangente  HG  eji  deux 
points  m,  m'  :  on  peut  trou- 
J     ^        '  g\  '      uer  deux  points  1,  y  sur  HG^ 

^t  un  espace  v,  tels,  que  le  rectangle  Im.J' m!  sera  tou- 
jours égal  à  V . 

En  effet,  concevons  les  points  M,  A,  B,  C  de  la  droite 
EF.  L'es  tangentes  menées  par  ces  points  rencontrent  la  tan- 
gente HG,  en  m,  a,  Z>,  c,  et  les  droites  menées  des  mêmes 
points  au  point  P  rencontrent  cette  même  tangente  en 
m'^  a\  h\  c  . 

On  a,  d'une  part, 

:  — -  =  — T  *  -7  '      (Porisme  CXXXI,  Corollaire.) 


MB*  CB 


mb 


et  d'autre  part, 

—  ;  — -  =  ^7-77  :  -7-77.      (Lemme III,  Corollaire  1,  p.  82, 
MB     CB        m'b'     c'  b'        ^  '  ^ 

Donc 


ma     ca       m'a' 

c'a' 

'c'b'' 

ou 

ma.  m'b'        ca.c'h' 

mb  '  cù       m'  b' 

mb.m'a'        cb.c'a' 

(  ^-9  ) 
Cette  tHjualioii  prouve  d'après  le  PoiisnieXCIIl  (i),  qu'il 
existe  deux  points  I,  J'  tels,  que  l'on  ait 

\m.yiit'  =^  eoiislante::=  v. 

Pour  déterminer  ees  points,  on  fait  d'abord  passer  par  le 
point  P,  parallèlement  à  GH,  une  droite  qui  rencontre  EF 
en  /;  la  tangente  menée  par  ce  point  i  coupe  GH  en  I. 
Ensuite  on  obtient  le  point  J\  en  menant  la  tangente  pa- 
rallèle à  GH,  et  par  le  point  j  où  elle  rencontre  EF,  la 
droite  ;P^  cette  droite  coupe  GH  au  ])oint  cherché  J'.  On 
détermine  l'espace  v  en  prenant  la  tangente  Mm  dans  une 
position  particulière.  Par  exemple,  qu'on  suppose  le  point 
M  en  E,  et  soit  F/  le  point  où  la  droite  EP  rencontre  HG; 
on  aura  v  =  IG.J'e'.  Si  l'on  place  le  point  M  en  G,  et  qu'on 
appelle  g  le  point  de  contact  de  la  tangente  HG,  on  aura 
v^I^.J'G. 

PoRiSME  CCIX.  —  Si  autour  d'un  point  pi  on  fait  tour- 
ner une  COI  de  MM'  d^in  cercle^  et  que  d^un  point  P  de  la 
circonférence  on  mène  PM,  PM'  qui  rencontrent  un4^iroite 
fixe  DX  en  deux  points  m,  m'  :  //  existera  sur  cette  droite 
un  point  O,  tel,  que  le  rectangle  Om  .Om'  sera  constant. 


r     yT\ 


(i)  Dans  ce  Porisine  XCIII,  les  deux  séries  de  points  w,  «,  h,. .  . ,  m',  a', 
//,.  .  .  sont  supposées  sur  deux  droites  différentes;  mais  il  est  évident  que  la 
relation  démontrée  subsiste  <|uolle  <juc  soit  la  position  relative  des  deux 
droites,  et  conséqnenimont  quand  elles  roinrident,  comme  cela  a  lieu  ici. 


(3.0) 

En  olVct,  soient  les  trois  cordes  pMM',  pAA',  joCC,  dont 
la  troisième  est  menée  de  manière  que  PC/  soit  parallèle  à 
DX.  Soit  P  le  point  où  la  droite  pP  rencontre  la  circonfé- 
rence. Les  quatre  droites  PM,  PA,  PC,  PC  rencontrent 
respectivement  les  quatre  FM',  P'A',  FC,  P'C  en  quatre 
points  (x,  a,  y,  y^  situés  sur  une  même  droite  (Porisme 
CLXXII). 

Désignons  par  m,  a,  O,  les  points  où  les  trois  droites  PM, 
PA,  PC  coupent  DX;  il  existe  entre  ces  points  et  les  qua- 
tre |[ji,  a,  y,  yi,  la  relation 

^^Z?:ZLe.      (LemmeXI.) 

Appelons  pareillement  \^ ^  a',  /,  y\  les  points  où  les 
quatre  droites  qui  partent  du  point  F  coupent  DX  -,  il  existe 
encore  entre  ces  points  et  les  quatre  |ut,  a,  y,  y^  la  relation 

7P  .  Tîi^  ^  tV  .  tV       (Coroll.  I  du  Lemme  III,  p.  82.  ) 

7a     7t  a         7  a      7, a  ^  ^  ' 

Enfin  les  quatre  droites  PM',  PA',  PC,  PC  font  entre 
elles  les  mêmes  angles  que  les  quatre  P'M',  P'A',  P'C,  P'C 
qu'elles  rencontrent  sur  la  circonférence  ;  et  l'on  en  conclut, 
d'après  les  Corollaires  II  et  III  du  Lemme  XI  (p.  83),  que 
les  points  déterminés  sur  DX  par  ces  deux  systèmes  djp 
quatre  droites  ont  entre  eux  la  relation 

Il  résulte  de  ces  trois  égalités  que 

Om        Oa'  /-.->./       ^v      ^-.    / 

- — =- — 77      ou      Orn.O/n  =Oa.Oa. 
Oa         Om 

Ce  qui  démontre  le  Porisme. 

Porisme  CCX.  —  Tin  cercle  est  circonscrit  à  un  trian- 
gle PQR  \  et  autour  ries  deux  sommets  P,  Q  on  fait  tour- 


(  :^..  ) 

ncr  deux  droites  PJVJ,  (^M  (jui  se  coupent  sur  là  circoujé- 
rence  et.  rencontrent^  respect we- 
ment,  deux  droites  fixes  A\^  A'X' 
en  deux  points  m,  m';  si  les  paral- 
lèles à  ces  droites  menées  par  les 
points  V  et  i^  ne  se  coupent  pas  sur 
la  circonférence  :  on  pourra  trouver 
sur  ces  droites  deux  points  I  et  J',  tels^ 
(juc  le  rectangle  Im.J'm'  sera  donné. 
Qu'on  mène  la  corde  Q/ parallèle  à  A'X',  et  P/qiii  ren- 
contre AX  en  \\  puis  la  corde  P/  parallèle  à  AX,  et  Q;  qui 
rencontre  A'X'  en  J';  ces  deux  points  I  et  J'  sont  les  points 
cherchés,  r,  /'étant  les  points  d'intersection  desdroites  AX, 
A'X'  et  des  côtés  PR,  QR  du  triangle,  respectivement, 
on  aura 


L 


Ir.J 


'.^' 


En  effet,  les  quatre  droites  PM,  PR,  Vi  et  P/  font  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  droites  QM,  QR,  Q/  et 
Q/.  Par  conséquent,  si  l'on  conçoit  que  ces  deux  systèmes 
de  quatre  droites  coupent  une  transversale  menée  arbitrai- 
rement en  deux  système?  de  quatre  ])oints  mj,  /j,  Ij,  Jj  et 
w', ,  r', ,  r, ,  J',,  on  aura  entre  ces  points  l'équation 


I,m, 


J,/w, 


I'  ///',      J',  ///, 


J.n 


I'  r' 


J.  /•'. 


Coroll.III,  p.  84, 


Mais  d'après  le  Corollaire  II  (p.  83),  le  premier  membre 

de  cette  équation  esterai  a  — -5  et  le  second  a  -- — -• 
^  ^  Ir  y  m' 

Donc 


1/7/ 
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S'  r' 
J'  /// 


75 


ou 


I///.J'///:.=  I/'J'/''. 


Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Observation.    Si  les  parallèles  à  AX  cl  A'X',  menées  par 


les  points  P  et  Q,  se  coupaient  sur  la  circonférence,  le  Po- 
risme  n'aurait  pas  lieu,  parce  que  les  deux  points  I  et  J' 
n'existeraient  plus  ^  les  droites  qui  les  déterminent  se  trou- 
vant alors  parallèles,  respectivement,  aux  droites  AX,  A'X'. 
Ce  qu'on  exprime  dans  la  Géométrie  moderne  en  disant 
que  les  points  I  et  J'  sont  à  l'infini.  Ce  cas  a  été  le  sujet  du 
Porisme  CLXXX\  I. 


XXII*'  Genre.  (Voir  p.  'j.-içf. 


Porisme  CCXI. 


Étant  donnés  deux  droites  SX,  SX' 
non  rectangulaires,  dans 
le  plan  d'un  cercle,  et 
deux  points  A,  B  sur  la 
première  SX^  si  de  cha- 
que point  m  de  SX  on 
mène  deux  tangentes  au 
cercle,  et  qu!on  joigne 
les  deux  points  de  con- 
tact par  une  droite  qui 
rencontrera  SX'  en  un 
point  m':  on  pourra  trou- 
ver deux  points  A',  B'  sur 
cette  seconde  droite  don- 
née,  tels^  que  le  rectangle  Am.B'm'  sera  au  rectangle 
A'm'.Bm  dans  une  raison  donnée. 

Que  par  chacun  des  points  A,  B  on  mène  deux  tangentes 
au  cercle,  les  cordes  de  contact  rencontreront  SX'  aux  points 
demandés  A',  B'.  Soie  J^  le  point  où  le  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  à  SX  coupe  cette  même  droite  SX'*,  la  rai- 

B'J'      ,        ,    ,. 
son  constante  est-—,;  c  est-a-dire  qu  on  aura 

A   .1 


kni.Wm' 


B/// .  M  ni' 


h' y 


(3.3  ) 
En  elï'et,  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  par 
les  trois  points  A,  B,  m  et  le  diamètre  perpendiculaire  à  SX, 
qu'on  peut  regarder  comme  la  corde  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  SX,  passent  par  un  même  point  (Porisme 
CLXXVII).  Or  ces  droites  sont  perpendiculaires  respecti- 
vement aux  droites  menées  du  centre  du  cercle  aux  points 
A,  B,  m,  et  parallèlement  à  SX.  On  a  donc  deux  faisceaux 
de  quatre  droites,  dont  les  quatre  dernières  font  entre  elles, 
deux  à  deux,  les  mêmes  angles  que  les  premières.  Ces  deux 
faisceaux  sont  coupés,  respectivement,  par  les  deux  droites 
SX,  SX',  en  des  points  qui,  d'après  les  Corollaires  du 
LemmelII,  p.  83,  ont  entre  eux  la  relation 

Km    _k' m'  ^  MV 
"b^î  ~  B'w'  •  B'  J' 
ou 

km.^'  m'  _  B^r 
B/w.A'/w'  ""  Â^' * 

Ainsi  le  Porisme  est  démontré. 

Observation.  On  conçoit  que  la  considération  des  deux 
points  m  et  wl  peut  donner  lieu  à  beaucoup  d'autres  Po- 
rismes  qui  se  rapportent  à  la  plupart  des  Genres  du  pre- 
mier et  du  second  Livre.  Les  deux  points  variables  m,  m' 
peuvent  être  pris  sur  une  même  droite,  car  il  est  permis  de 
supposer  que  SX' coïncide  avec  SX.  Il  nous  suffit  d'indi- 
quer ces  Porîsmes,  dont  les  démonstrations  n'offriront  au- 
cune difficulté,  et  qui  néanmoins  pourront  faire  le  sujet 
d'exercices  intéressants. 

V"  Genre.  (Voir  p.  i36.) 

Porisme  CCXIL  —  Autour  de  deux  points  P,  Q  d'un 
cercle  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la. 
circonférence ,  et  rencontrent  une  tangente  fixe  en  m  et 
m';    un  point  O   étant  donné  ainsi  qu'une   li^ne   a  :    il 


(3.4) 

existera  une  droite  donnée  de  position ^  telle,  que  le  scq-- 

ment  y^ix'  formé  sur  cette 
droite  par  celles  qui  joi- 
gnejit  le  point  donné  O  et 
les  points  m,  m',  sera  tou- 
jours de  la  longueur  don- 
née a. 

En  etïet,  on  sail  (Porisme 
CC)  que  l'on  a 


ou 


Ani  .Am' 

=  const.  = 

An  .An' 

mm' 

nn' 

A  m 

An    ' 

m' m          An' 
m' n          A  m' 

nn 
nm' 

Si  d'un  point  donné  O  on  mène  des  droites  aux  cinq  points 
A,  w,  m',  n  et  n' ^  et  qu'une  droite  parallèle  à  la  première 
OA  les  coupe  aux  points  jui,  [j! ^  v,  v',  on  aura  (en  vertu  du 
Corollaire  II,  p.  83)  les  deux  égalités 


Il  suit  de  là  (juii 


A  m     mm 

• 

A  n  '  m'  n 

An'      nn' 

r 

Am'  '  nm' 

VV 

^'. 

=  ~^     ou 

p>. 

vv 

-  vv 


Il  faut  donc  inscrire  dans  l'angle  mOm'  une  droite  de  la 
longueur  donnée  a  et  parallèle  à  la  droite  OA.  Cette  droite 
satisfera  à  l'énoncé  du  Porisme. 

Donc,  etc. 

Porisme  CCXIII.  —  Si  par  le  centime  de  similitude  de 
deux  cercles  on  mène  une  droite  qui  les  rencontre  en 
quatre  points  :  les  tangentes  en  ces  points  fonncnf  un  j)a- 


(  3.5  ) 
rallélogranime  dont  la  diagonale  ne'  est  sur  une  droite 
donnée  de  position. 

En  elFet,  les  tanc^enies  en  a  et  a'  sont  parallèles,  puisque 

le  point  S  est  le 
centre  de  simi~ 
litude  des  deux 
cercles  (Porisme 
CLXX*XII1,7?<?- 
niarque)^  les  an- 
gles cab  et  c' a'h' 
sont  donc  égaux.  Or  V a\\^\e  c' U a'  est  égal  à  l'angle  c'a' h'. 
Donc  les  angles  en  a  et  b'  du  triangle  eah'  sont  égaux,  et,  par 
conséquent,  ce  triangle  est  isocèle.  Ainsi  ea  =  eU ^  et  pa- 
reillement c^a'  =  e'b.  De  sorte  que  la  diagonale  ee  coïncide 
avec  la  droite  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  aux  deux 
cercles  des  tangentes  égales  (Porisme  CLXÏII).  Ce  qui  dé- 
montre le  Porisme. 

VP  Genre.  (Voir  p.  139.) 

Porisme  CCXIV.  —  Étant  données  dans  un  cercle  deux 
cordes  SC,  SC  qui  partent  d'un 
même  point  S  de  la  circonférence, 
on  mène  de  chaque  point  va.  pris  sur 
le  prolongement  de  SC  deux  tan- 
gentes au  cercle  j  la  corde  de  cofi- 
tact  rencontre  SG'.en  un  point  m'  : 
la  droite  mm^  passe  par  un  point 
donné. 

En  eiïet,  concevons  que  le  point  m  prenne  deux  positions 
A,  B  sur  la  cprde  SC,  puis  vienne  en  S;  les  quatre  cordes 
de  contact,  dont  la  dernière  sera  la  tangente  en  S,  passe- 
ront par  un  même  point  (Porisme  CLXXVII)  et  seront 
perpendiculaires  aux  droites  menées  du  (cntic  du  (  ertlc 
aux  quatre  points  m,  A,  ]î,  vS.  On  aura  donc  deux  (aisceanx 


(  :^"5  ) 

de  quatre  droites,  dont  les  dernières  qui  parlent  du  (  eiilre 
du  cercle  font  entre  elles,  deux  à  deux,  des  angles  égaux  à 
ceux  des  premières.  Par  conséquent,  ces  deux  faisceaux  de 
quatre  droites  rencontrent,  respectivement,  les  deux  droites 
se  et  se  en  deux  systèmes  de  quatre  points  m',  A',  IV,  S  et 
niy  A,  B,  S,  entre  les([uels  a  lieu  l'équation  suivante  : 


SA  ^  m  A 
SB  •  A«B 


A' 


SA' 


SB'  •  ///  B' 


(Corollaire  III,  p,  84- 


On  conclut  de  là,  d'après  le  Corollaire  I  du  Porisme 
XXIV,  que  les  trois  droites  AA',  BB'  et  m///  passent  par  un 
même  point.  c.   Q.   f.  d. 


PoRISMË  CCXV. 


VIP  Genre.  (Voir  p.  i44-) 
• 
Etant  donnés  deux  droites  rectan- 
gulaires SX ,  SX'  dans  le 
plan  d' un  cercle^  et  un  point 
A  sur  la  première,  si  Von 
mène  de  chaque  point  m  de 
celle-ci  deux  tangentes  au 
cercle^  puis  la  corde  de  con- 
tact qui  rencontrera  la  se- 
conde droite  en  un  point  m!  : 
on  pourra  trouver  sur  cette  droite  un  point  A',  tel,  que 
le  l'apport  des  segments  A  m.  A' m'  sera  donné. 

La  corde  de  contact  des  tangentes  menées  par  le  point  A 
coupe  SX'  en  A'  qui  est  le  point  demandé.  Soit  S' le  point 
où  la  corde  de  contact  des  tangentes  menées  par  le  point  S 
coupe  SX'  :  on  aura 

Am   _  _AS_  • 

ÂW~A'S'' 

En  efiét,  les  cordes  de  contact  des  tangentes  au  cercl»? 
menées  par  les  trois  points  A,  ///,  S  passent   par  un  même 
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point  (Poiisine  CLXX\II),et  rcncontreiil  SX'  en  A',  ///,  S'. 
Mais  les  droites  menées  du  centre  du  cercle  aux  points  A, 
m,  S  sont  perpendiculaires  à  ces  cordes,  respectivement. 
On  a  donc  deux  systèmes  de  droites  passant  par  deux  points 
fixes,  et  faisant  entre  elles,  deux  à  deux,  des  angles  droits. 
Or  les  deux  droites  SX,  SX'  sont  elles-mêmes  à  angle  droit  ; 
et  il  en  résulte,  d'après  le  Porisme  CLXXXVI,  que  les 
points  A,  m,  S  et  A',  m\  S'  divisent  les  deux  droites  SX, 
SX.'  en  parties  proportionnelles,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


A  m         A' m'  A  m  AS 

C.     Q.     F.     D. 


AS   ~    A' S''      ^^      A' m'         A' S' 


IX^  Genre.  (Voir  p.  149.) 

Porisme  CCX\  I.  —  Si  de  chaque  point  m  pris  sur  le 
prolongenient  d'une  corde  EF 
d'un  cercle  on  mène  deux  tan- 
gentes,  et  quon  joigne  les  points 
de  contact  par  une  droite  qui  ren- 
contre la  corde  EF  en  un  point 
m',    le   milieu   du  segment  mm' 

étant  n  :   le  rectangle  Em.Em'  sera  au  segment  En  dans 

une  raison  donnée  p. 

Cela  résulte  des  Lemmes  XXVIII  et XXXIV;  car, d'après 

le  premier  de  ces  Lemmes,  on  a  l'équation 

Em   F/;/ 

Ë^'  ~  F  m'' 

et  par  conséquent,  d'après  le  second, 

Em.Em' =  En. EF, 


ou 


Em.Em'  ^^^ 
En 


Donc,  etc. 
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XXIX*^  Genre.  (Voir  p.  257.) 

PoniSME  CCXVII.  —  Deux  droites  rectangulaires  SX, 
SX'  étant  données  dans  le  plan  d'un  cercle^  si  de  chaque 
point  m  de  la  première  on  mène  des  tangentes  au  cercle, 
et  qu  on  joigne  les  points  de  contact  par  une  droite  qui 
rencontrera  la  seconde  droite  SX'  en  un  point  m'  :  il  exis- 
tera un  point  O,  tel,  que  chaque  droite  mm' fera  un  angle 
donné  a^ec  la  droite  menée  du  point  m  à  ce  point  O. 

Et  si  le  point  de  concours  S  des  deux  droites  données 
SX,  SX'  est  situé  sur  la  circonférence  du  cercle^  la  droite 
mm'  sera  parallèle  à  une  droite  donnée  de  direction. 

Cette  Proposition  est  une  conféquence  du  Porisme 
CCXV  et  du  CL\ '\  Car,  d'après  le  CCXV*^,  les  deux 
points  /;/,  m'  forment  deux  divisions  semblables  et  par  con- 
séquent le  Porisme  devient  le  même  que  le  CLV*". 


\Y  Genre.  (Voir  p.  117. 


Porisme  CCXYIII. 


—  Étant  pris  deux  points  P,  Q 
sur  une  tangente  à  un  cercle,  on 
fait  tourner  autour  du  premier 
une  droite  Pn  qui  rencontre  le 
cercle  en  deux  points,  et  Von 
mène  les  tangentes  en  ces  points, 
lesquelles  se  coupent  en  n'  :  le  point 
de  concours  m  des  droites  Pn,  Qn 
est  sur  une  droite  donnée  de  posi- 


tion . 


Soient  S  le  point  de  contact  de  la  tangente  sur  laquelle  sont 
pris  les  points  P,  Q  ;  B  le  point  de  contact  de  la  seconde  tan- 
gente issue  du  point  P.  Le  point  n'  est  situé  sur  la  corde  SB 
(Corollaire  du  Porisme  CLXXVII).  Supposons  le  point  n 
de  la  droite  Vu  situé  aussi  sur  SB  :  d'après  le  Porisme  CLX, 
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les  points  n  cl  n'  seront  liés  par  la  relation 


S/^ 

JTb 


puisfpie  le  point  n  est  situé  sur  la  corde  de  contact  des  tan- 
gentes menées  par  le  point  n' . 

Soient  rt,  a'  les  points  analogues  à  n  et  «',  pour  une  autre 
droite  menée  par  le  point  P.  On  a,  de  même, 


S^ 

^'b" 


Ces  deux  équations  donnent 


«B 


Sa 


Vq  '  TPb' 


Et  cette  relation  prouve,  d-après  le  Corollaire  III  du  Po- 
risme  XXIV,  que  les  points  d'intersection  des  trois  droites 
P/7,  PB,  P//,  par  les  trois  Q<^t',  QB,  Q//^  une  à  une,  res- 
pectivement, sont  en  ligne  droite.  C'est-à-dire  que  le  lieu 
du  point  m  est  une  droite  qui  passe  par  le  point  B. 
Donc,  etc. 

PoRiSME  CCXIX.  —  Elatil   donnés  un  cercle  et  deux 

droites  RA,  RP,  dont 
Tune  rencontre  le  cer- 
cle en  deux  points  A, 
H^  et  dont  l'autre  passe 
par  le  point  de  con- 
cours P  des  tangentes 
en  ces  points  ;  une  au- 
tre tangente  quelcon- 
que a  M  rencontre  ces 
deux  droites  en  deux 
points  M,  JN  par  les- 
quels on  mène  les  tangentes  Ma',  Na^':  le  point  de  con- 
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cours  de  ces  tangeti  les  est  sur  une  droite  donnée  de  position . 

Cette  droite  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  au 
cercle  menées  par  le  point  R. 

En  effet,  cette  corde  passe  par  le  point  P  (Porisme 
GLXXVII,  Corollaire),  et  rencontre  la  droite  AB  en  un 
point  Q.  La  corde  aa'  passe  de  même  par  le  point  P  et  ren- 
contre la  corde  AB  en  un  point  a  :  et  l'on  a 

l^^'tl..      (Porisme  CLX.) 

Prt  art  ^  ' 

Les  deux  tangentes  Mû,  Ma!  rencontrent  la  droite  PQ 
en  deux  points  m,  m'  :  et  de  la  relation  précédente, en  vertu 
du  Lemme  XIX,  on  déduit  celle-ci  : 

Pm   _  P  m' 
qm  ~qm'' 

D'autre  part,  la  corde  de  contact  a  a"  passe  par  le  point 
Q  et  rencontre  RP  en  un  point  P^,  qui  fournit  là  relation 
P,  fl  _  Qrt 

En  appliquant  encore  le  Lemme  XIX,  et  en  appelant  m" 
le  point  où  la  tangente  Na"  rencontre  PQ,  on  obtient 

Pm  Q/71 

P^^Ô^* 

Si  maintenant  on  compare  cette  équation  qui  détermine 
le  point  m",  à  celle  qui  a  été  établie  tout  à  Flieure  pour  le 
point  m' ,  on  en  conclut  que 

Vm'  _  Vm" 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  m',  m"  coïncident. 
Donc  les  deux  tangentes  M^/,  N^'^  se  coupent  sur  la  droite 
PQ. 

Donc,  etc. 


(  ^^^'  ) 

PoBiSME  CCXX.  —  Si  suj'  les  raj  arts  menés  d'un  point 
O  aux  différents  points  M  d'une  droite 
L,  on  construit  des  triangles  OMm  sem- 
blables à  un  triangle  donné  :  leurs  som- 
mets m  seront  sur  une  droite  donnée  de 
position. 

En  effet,  l'angle  eu  O  de  chaque 
triangle  OMm  est  de  grandeur  donnée  12,  et  chaque  côté 
Omestdans  un  rapport  donné  avec  le  côté  OM.  Il  s'ensuit 
que  si,  autour  du  point  O,  on  fait  tourner  tous  les  côtés 
Om,  d'une  même  quantité  angulaire  égale  à  H,  pour  les 
amener  en  Om'  sur  les  côtés  OM,  les  points  m'  seront  sur 
une  droite  L'  parallèle  à  la  droite  L^  puisque  le  rapport 
de  OM  à  Om'  sera  constant.  Or  les  côtés  Om  ont  tourné 
de  l'angle  11  en  conservant  leurs  inclinaisons  respectives, 
et  comme  une  figure  de  forme  constante  :  donc  le  lieu  des 
points  m  est  une  droite  qui  est  venue  s'appliquer  sur  la 
droite  L^  Cette  droite  fait  avec  celle-ci  un  angle  égal  à 
l'angle  12;  et  sa  distance  au  point  O  est  à  la  distance  de  la 
droite  L  à  ce  point,  dans  le  rapport  connu  des  côtés  Om, 
OM. 

Ainsi  le  Porisme  est  démontré. 

Remarque,  Cette  question  est  comprise  dans  l'énoncé 
général  suivant,  par  lequel  Pappus  résume  en  grande  par- 
lie,  selon  ce  qu'il  nous  apprend,  les  Propositions  du  pre- 
mier Livre  des  lieux  plans  d'Apollonius. 

Si  par  un  mêmepoint^  ou  par  deux  points  différents,  on 
mène  deux  droites  gui  soient  coïncidentes  ou  parallèles, 
ou  (jui  fassent  entre  elles  un  angle  donnée  et  que  ces 
droites  soient  dans  un  rapport  donné,  ou  bien  qu  elles 
comprennent  un  espace  donné  :  lorsque  l'extrémité  d^ 
la  première  droite  sera  sur  un  lieu  plan  [une  droite  ou 
un  cercle)  donné  de  position,  l'extrémité  de  la  seconde 
droite  sera  aussi  sur  un  autre  lieu  plan  donné  de  position, 

ai 
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qui  sera  tantôt  du  même  genre  que  le  premier,  et  tantôt  de 
genre  différent  ;  tantôt  placé  semhlahlement  au  premier^ 
par  rapport  à  la  droite  (qui  joifit  les  deux  points)^  et 
tantôt  placé  différemment.  Ces  dii^ers  résultats  dépendront 
des  différences  des  hypothèses. 

Simson  a  développé  cet  énoncé  général  dans  son  Traité 
des  Lieux  plans  d'Apollonius,  et  il  en  a  fait  le  sujet  de  seize 
Propositions  (IV -XIX).  Ce  nombre  peut  paraître,  de  nos 
jours,  considérable.  Cependant  il  est  à  croire,  d'après  les 
expressions  de  Pappus,  et  le  grand  nombre  (cent  quarante- 
sept)  des  Propositions  des  deux  Livres  des  lieux  plans  ^ 
qu'Apollonius  en  avait  employé  bien  plus  de  seize  pour 
exposer  avec  sa  rigueur  babUuelle  toutes  les  circonstances 
résumées  dans  cet  énoncé. 


(  3.3  ) 
OMISSION. 


XXIir  CJenrc.  (Voir  p.  '239.) 

PonisME  CXXXVI  bis.  —  Des  cercles  passent  par  un 

même  point  Q,  et  d'un  point  donné 

P  on  mène  une  tangente  à  chaque 

cercle^  puis  on  prend  sur  PQ  un 

segment  V  m  égal  à  cette  tangente, 

et  le  point  vo!  milieu  de  la  corde 

Qii  que  le  cercle  intercepte  sur  PQ  :  le  carré  de  Pm  est  à 

lahscisse  mm'  dafis  un  rapport  donné. 

Ce  rapport  est  2PQ;  de  sorte  qu'on  a 

mm  ^ 

En  etlet,  puisque  Pm  est  égal  à  la  tangente  menée  du 
point  P,  on  a 

P^'=  PQ.P^z  =  (Pm'  H-  m'Q)  (Pm'  —  m'Q) 


ou 

p^'  =  p7^'  -f-  (w'  ; 

Or,  d'après  le  Lemnie  XXII  (proposition  142,  dans  la- 
quelle les  lettres  A,  C,  D,  B  correspondent  à  P,  m,  m',  Q), 
on  conclut  de  cette  équation,  que 

^,'=  .PQ. 

mm  ^ 

c.     Q.     F.     D. 

Si  le   cercle  auquel  on  mène  la   tangente;  rencontrait  le 
prolongement  de  PQ,  auquel  cas  le  point  m!  serait  aussi  sur 

21. 
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ce  prolongement,  c'esl-à-ilirc  au  delà  du  point  Q,  ainsi  que 
le  point  m,  ce  sérail  le  Lemme  XXIV  que  Ton  invoque- 
rait. Dans  ce  Lemme  (proposition  i5o)  ce  sont  les  lettres 
A,  D,  Bj  C  qui  correspondent  à  P,  m,  m',  Q  (i). 


(i)  On  peut  penser  qu'il  y  a  eu,  dans  le  texte  de  Pappus,  transposition  des 
Lenimes  XXill  et  XXIV,  et  que  ce  dernier  devrait  suivre  immédiatement  le 
XXll®  ;  d'autant  plus  qu'alors  les  deux  Lcmmes  XXIll  et  XXV  qui  expri- 
ment aussi  une  même  proposition  dans  deux  états  différents  de  la  figure,  se 
trouveraient  l'un  à  la  suite  do  l'autre,  comme  cela  semble  naturel;  et  il  en 
est  effectivement  ainsi  des  deux  Lemmes  XXVI  et  XXVII  qui  expriment 
de  même  une  seule  proposition. 


ERRJTÀ. 


Page  G3,  ligne  3;  après  ces  mots  :  à  tous  les  points  de  la  circonférence, 
ajoutez  :  ou  de  certaines  parties  de  la  circonférence, 

Page  GG,  ligne  3  en  remontant;  au  lieu  de  ces  mots  :  n'ont  pour  la  plupart, 
les  deux  premiers  notamment,  lisez:  n'ont  pour  la  plupart,  sauf  le  troi- 
sième qui  se  représente  souvent, 

Page  67,  ligne  2;  après  ces  mois  :  les  dix  cas  de  la  proposition  des  quatre 
droites;  ajoutez  :  ou  du  moins  une  partie  de  ces  dix  cas, 

Page  21 5,  à  la  suite  du  Corollaire  ;  ajoutez  ce  qui  suit  : 

Observation.  La  première  partie  du  Porisme  précédent  est  le  Lemme  XXIII 
du  I^'  Livre  des  Principes  malhémaliques  de  la  Philosophie  naturelle,  de 
Newton  ;  et  il  n'est  pas  hors  de  propos  de  remarquer  ici  que  l'illustre  auteur 
énonce  cette  proposition  sous  la  forme  môme  des  Porismes,  en  ces  termes  : 

Lemma  XXUI.  —  Si  rectœ  duos  positione  datœ  AC,  BD  ad  data  puncla  A,  B 
termineniur,  datamquc  habeanl  rationem  ad  invicem,  et  recta  CD,  qua  puncta 
indeterminata  C,  D  jungunlur,  seceiur  in  ratione  data  in  K  :  dico  quod punc- 
tum  K  locahtlur  in  recta  positione  data. 

Page  223,  ligne  \[\;  au  lieu  de  VIII^  Genre;  lises  :  IX*^  Genre. 

Page  233,  avant-dernière  ligne;  au  lieu  de  — — ,  lisez  :  — — 

A  C  .  BC  A'C  .  BC 


FIN, 


(^/ii 


or  TBR 


\ 


Oa, 


-%   ^^ 


A \ 

-ûJf iti 
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